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Aunque los resultados del libro forman parte del conocimiento
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aspectos novedosos en su presentacién. Como tales afirmaciones son muy
poco convenjentes, no abundaremos en ello y diremos solamente que la
demastracién del teorema. 4.6 1o es debida al autor, sino a David Bilingtorn.

Estoy muy agradecido a todos aquellos que han leido y comentado
partes del libro, especialmente a Lowell Beineke, Alan Boshier, Tony
Gardiner, Gareth Jones, Keith Lloyd, Ann Penoyre, Fred Piper, John
Shawe-Taylor, Anne Street, Art White ¥ Douglas Woodall. La mayor parte
del manuscrito fue mecanografiado, con gran cuidade y paciencia, por
Marion Brooker. -

Finalmente, debo agradecer a todos los estudjantes del Royal Holloway
College que han asistido & mis clases ¥ quehan intentade, con un
grado de éxito variable, resolver los ejercicios, Su trabajo ha contribuido
enormemente a que este libro sea una realidad.

Londres
Junio 1985 N.L.B.




Indice

PARTEI NUMEROS Y ENUMERACION

1. Enteros

1.1 Aritmética

1.2 Ordenacién de los enteros

1.3 Definiciones recursivas

1.4 Fl principio de induecion

1.5 Cociente y resto

1.6 Divisibilidad

1.7 El maximo comin divisor

1.8 Factorizacién en nimeros primos
1.9 Ejercicios diversos

2. Funciones y enumeracidn

2.1 Fuanciones

2.2 Funciones exhaustivas, inyectivas y bivectivas
2.3 Contar

2.4 El principio de las cajas

2.5 jFinito o infinito?

2.6 FHiercicios diversos

3. Principios enumerativos

3.1 El principio de la adicidn

3.2 Contar conjuntos de pares

3.3 La funcién de Euler

3.4 Funciones, palabras y selecciones

3.5 Inyecciones como selecciones ordenadas sin repeticién
3.6 Permutaciones ‘

3.7 Ejercicios diversos

4. Subconjuntos y disefios

4.1 Nimeros binomiales

D O W

i2
16
19
20
24
28

31
34
38
42
44
43

50
52
56
69
61
63
68

70



VIIT  Indice

4.2 Selecciones no ordenadas con repeticién
4.3 El teorema de! binomio

4.4 Bl principio de la criba

4.5 Algunas aplicaciones aritméticas

4.6 Disefios

4.7 t-disefios

4.8 Ejercicios diversos

. Particiones, clasificaciones y distribaciones

5.1 Particiones de un conjunto

5.2 Clasificacién y relaciones de equivalencia
5.3 Distribuciones ¥ nimeros multinomiales
9.4 Particiones de un entero positivo

5.5 Clasificacién de las permutaciones

5.6 Permutaciones pares e impares'

5.7 Kjercicios diversos

. Aritmética modular

6.1 Congruencias

6.2 Z,, v su aritmética

6.3 Elementos invertibles de Z,,

6.4 Construcciones ciclicas de disefios
6.5 Cuadrados latinos

6.6 Hjercicios diversos N

PARTEIT GRAFOS Y ALCORITMOS

. Algoritmos y su eficiencia

7.1 ;Qué es un algoritmo?

7.2 El lenguaje de los programas

7.3 Algoritmos y programas

7.4 Demostracién de que un algoritmo es correcto
7.5 Ificiencia de los algoribmos

7.6 Ordenes de crecimiento: la notacién o

7.7 Comparacién de algoritmos

7.8 Introduccién alos algoritmos de ordenacwn
7.9 Ejercicios diversos :

75
77
80
34
80
94
98

101
104
108
113
115
118
125

128
131
135
138
143
147

151
153
158
160
163
167
169
172
176

8. Grafos

8.1 Los grafos y su representacién
8.2 Isomorfismo de grafos
8.3 Grados
8.4 Caminos y ciclos
8.5 Arboles
X 8.6 Colorear los vértices de un grafo
X 8.7 El algoritme voraz para las vertlce coloraciones
8.8 Ejercicies diversos

9. Arboles, ordenacién y bisqueda

9.1 Contar las hojas de un 4rbol con raiz
9.2 Arboles y algoritmos de ordenacién

9.3 Arboles generadores y el problema AGM
9.4 Bisqueda en profundidad

9.5 Busqueda en anchura -

9.6 FEl problema del camino mas corto

9.7 Ejercicies diversos

A

16. Grafos bipartidos y problemas de emparejamientos

10.1 Relaciones y grafos bipartidos
10.2 Arista-coloraciones de grafos
10.3 Arista-coloraciones y cuadrados latinos

10.4 Emparejamientos

10.5 Emparejamientos maximos
10.6 Transversales de familias de conjuntos finitos .

10.7 Ejercicios diversos

11. Digrafos, redes y flujos

11.1 Digrafos
11.2 Redes y caminos cr1t1cos

~11.3 Flujos y cortes

11.4 El teorema del flujo méximo y el corte minimo
11.5 El algoritmo de etiquetaje parsa flujos en redes
11.6 Ejercicios diversos

Indice X

178
181
184
186
190
183
195
200

203
208
213
218
222
225
228

231
234

237

242
246
250
252

255
258

262 -

265
270
275



X Indice _

12,

Técnicas recursivas

12.1 Generalidades sobre la recursividad

12.2 Recurrencias lineales '

12.3 Biseccién recursiva

12.4 Optimizacién recursiva

12.5 El marco de la progranmacién dindmica

12.6 Ejemplos del método de la programacién dindmica
12.7 Ejercicios diversos

PARTEIT METODOS ALGEBRAIQOS

13.

14.

15.

Grupos

13.1 Los axiomas de grupo
13.2 Ejemplos de grupoes

-13.3 Algebra bdsica en grupos

13.4 El orden de un elemento en un grupo
13.5 Isomorfismo de grupos

13.6 Grupos ciclicos

13.7 Subgrupos

13.8 Clases laterales y el teorema de Lagrange
13.9 Caracterizacion de los grupos ciclicos
13.10 Ejercicios diversos

Grupos de permutaciones

14.1 Definiciones y ejemplos
14.2 Orbitas y estabilizadores -
14.3 Bl tamafio de una dérbite
14.4 El nimero de érbitas

14.5 Representacién de grupos mediante permutaciones

14.6 Aplicaciones de la teoria de grupos
14.7 EBjercicios diversos

Anillos, cuerpos y polinomios

¢ 151 Anilios

15.2 Elementos inversibles de un anillo -
15.3 Cuerpos

278
280
283
286
290
293

207

305
307
310
313
316
317
321
325
331
334

338
342
345
343
353
356
360

362

C 3647

366

16.

17.

18,

15.4
5.5
15.6
15.7
15.8
159

Polinomios

L algoritmo de divisién para polinomios
El algoritmo de Fuclides pﬁra polinomios
Factorizacién tedrica de polinomios
Factorizacidn practica de polinomios
Ejercicios diversos

Cuerpos {initos y aplicaciones

16.1
16.2
16.3
16.4
16.5
16.6
16.7
16.8
16.9

Un cuerpo con nueve elementos

¥l orden de un cuerpo finito
Construccién de cuerpos finitos

El teorema del elemento primitivo
Cuerpos finitos y cuadrados latinos
Geometrias finitas y disefios
Planos proyectivos

Cuadrados en cuerpos finitos
Existencia de cuerpos finitos

16.10 Ejercicios diversos

Cddigos correctores de errores

17.1
17.2
17.3
174
17.5
17.6
17.7

Palabras, cédigos v errores

Cddigos lineales

Construccién de cddigos lineales
Correccidn de errores en cadigos lineales
Cddigos ciclicos

Clasificacién y propiedades de los cédigos ciclicos

Ejercicios diversos

Funciones generadoras

18.1
18.2
18.3
18.4
18.5
18.6
18.7

Series de potencias'y sus propiedades algebraicas

Fracciones simples

El teorema del binomio para exponentes negativos

Funciones generadoras

Recurrencias lineales homogéneas
Recurrencias lineales no homogéneas
Ejercicios diversos

Indice x1

- 369
372
376
379

380-

384

387
389
392
394
399
402
406
410
414
419

422
427
430

433 .

437
441
446

449
453
459
463
466
471
474



X1 Indice

19. Particiones de un entero positivo

19.1
19.2
18.3
19.4
19.5
19.6
19.7

Particiones y diagramas

Particiones conjugadas

Particiones y funciones generadoras

Funciones generadoras de particiones restringidas
Una identidad misteriosa

El célculo de p(n)

Fjercicios diversos

20. Simetria y enumeracion

201
20.2
20,3
20.4
20.5
20.6

El indice de ciclos de un grupo de permutaciones
Simetria ciclica v diedral

Simetria en tres dimensiones

El niimero de coloraciones ne equivalentes
Conjuntos de coloraciones y funciones generadoras
El teorema de Pdlya,

20.7 Ejercicios diversos

Soluciones a ejercicios escogidos -

Glosario

477
480
482
486
489
494
496

499
502
507
511
516
519
523

525
541

Parte I Numeros y enumeracién

En la primera parte de este libro se estudian ideas simples pero
fundamentales. Al aparecer con frecuencia en problemas de la vida
cotidiana, muchos de los conceptos resultardn conocidos de un modo vago
e intuitivo. El objetivo es proporcicnar una base matemsitica sélids para
analizar y resolver problemas mds complicados que los habituales.

Los conocimientos gque supondremos por parte del lector se cubren
ampliamente con las malemdticas que se enseflan en la ensefianza
secundaria a los jovenes de entre 13 y 16 afios. En pafticula,r, cierta
habilidad con la aritmética y con la manipulacidn de expresiones
algebraicas. También supondremos cierta familiaridad con el lenguaje y
la notacién de conjuntos aungue, para ser mis completos, ofrecernos. a
condinuacion un breve repaso. '

Un conjunto 5 puede describirse dando una lista de sus elementos, tal
COMmo

5=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9},.

o indicando una propiedad que distinga sus elementos de Ios que no lo son;
por gjemplo, ’ '

8= {n|n es un nimero entero entre 1 y 9}.

hista uléima notacidn suele traducirse al lenguaje comun en la forma “S
es el conjunto de los n tales que n es un niunero entero entre 1 y 9", Para
el enunciado “z es un elemento de §” utilizamos la notacién z € S.

Un conjunto B es un subconjunto de un conjunto A si todo elemento
de B es un elemento de A4; se escribe A C B. Dados dos conjuntos X e
Y, su unidn X UY es el conjunto euyos elementos pertenecen a X o a
Y {0 & ambos) y su interseccién X MY es el conjunto cuyos elementos
pertenecen a X y a ¥. Un conjunto sin elementos se dice que es vacio
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y se denota por 0. Finalmente, la diferencia A\B es el conjunto de los
elementos de A que no son de B.

Cuando un estudiante se enfrenta. por primera vez a las mateméaticas
de este nivel, confunde a menudo las relaciones légicas entre los diversos
enunciados que constituyen una demostracién matematica. El flujo de una
argumentacién puede, en ocasiones, clarificarse mediante un uso prudente
de!l sfrubolo =, que corresponde a la palabra “implica”. Por ejemplo, los
emunciados siguientes son correctos;

r=2 = z%=4q
r+3=8 = g=35

El primero puede leerse “z — 2 implica 22 = 4", 0 bien “si z = 2, entonces
z* = 47 La direccién de la flecha deja bien claro que estas implicaciones
son de un solo sentido v que, en general, no son reversibles. No podemos
decir que si z* = 4, entonces z = 2, ya que existe la posibilidad alternativa
de que z = —2. Cuando la implicacién es vélida en los dos sentidos; usamos
el simbole <= , como en

z+3=8 &= xz=5..

Esto suele traducirse al lenguaje comiin como x+3 = 8 si, y sdlo 55, & = 5.

hY
1 . i o ¢
Nota sobré los ejercicios

Antes de enfrar'en materia, unas palabras sobre el plan del libro. Cada
apartado contiede unos cuantos ejercicios, pensados méds para reforzar
las’ ideas y técnicas discutidas, que para poner a prueba el ingenio del
lector. Aconsejamos al- estudiante que trabaje la mayor parte de los
ejercicios antes de pagar al siguienté apartado. Al final de cada capitulo
hay una seleccién de “ejercicios: diversos”. Algunos son de- rutina, otros
generalizaciones sencillas del material cubierto en el capitulo, y unos
pocos introducen resultados importantes que debieran formar parte del
compendio de conocimientos de todo matemético. De manera aproximada,
los dltimos ejercicios son los mibs dificiles. '

1 Enteros

1.} Aritmética

El lector de este libro estard familiarizado con los entferos. Encontramos
los enteros positivos, o “ndmeros enteros”

1,2,3,4,5, y asi sucesivamente,

a una edad muy temprana. M4s tarde se ititroduce el 0 (cero) y los niimeros
negativos ‘ o S R
' —1,-2,-3, -4, —5, y asi sucesivamente.

En matematicas no solemos preocuparnos por las cuestiones ldgicas y
filosGficas acerca del sentido de estos objetos, pero si necesitamos saber
qué propiedades se les supone. Si hacemos todos las mismas suposiciones,
todos llegaremos a los mismos resultados. Las suposicicnes se conocen con
el nombre de aziomas. _

El punto de vista que se adopta en este libro es, a grandes rasgos,
el que se acaba de expomer. Aceptamos gin - discu_siéx_l que existe un
conjunto de objetos liamados enteros, que comprende el cerg y los enteros
positivos y negativos, y que nos es familiar a través de nuestra experiencia
previa.- Bl conjunto de los enteros se denota con ¢l sfmbolo especial Z.
Las propiedades de % se dan. como una lista de axiomas, de la que
podremos deducir todos los resultados que necesitemos posteriormente
sobre los enteros. Empezaremos con la lista de los axiomas relativos a
las propiedades fundamentales de la suma y la multiplicacién.

Adoptaremos las notaciones habituales: a + b paza la suma de. dos
enteros a y b, y a x b (o frecuentemente ab} para su producto. Pensamos
en + y.x como operaciones que, dados un par de-enteros a y b, definen
los enteros a -+ b y a x b. Nuestra primera suposicién (axioma 11) es e
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hecho de que a+ by a x b son a su veg enteros, y no un objeto cualquiera
como, por ejemaplo, un elefante. En la siguiente lista de axiomas, a,b y ¢

denotan enteros arbitrarios, y 0 y 1 denotan enteros especificos que tienen
las propiedades enunciadas.

Il. a+byabsonde 2.

12. a+b=>0b+a; ab=ba.

I3. (a-+B)4c=a+ (b+c); (ab)e= a{be).

4. a+0=0q; 0l = 4.

I5. a(d+c)=ab+ac .

16. Para cada a de Z existe un 1nico entero
—a de Z tal que a + (—a) = 0.

17, Siaes distinto de 0 y ab — ac,
entonces b = ¢. ’

Todos los axiomas corresponden a propiedades conocidas de los enteros
que aprendemos mecdnicamente en varias fases de nuestra educacién
matematica. La mayorfa de las reglas aritméticas habituales pueden
deducirse de ellos. Por ejemplo, podemos definir la operacién de
substraccién diciendo que o — b es g + (=b); ¥ podemos deducir reglas
elementales de la substraccién como la siguiente.

Ejemplo. Demostrar que para enteros m y n cualesquiera,

SOLUCION: Por la definicidn de substraccién, m — (—n) es lo mismo que
™+ (—~(—n)). Pero el axioma I6 nos dice que —{--n) es el tnico entero

que sumado con —7 da cero. Sin embargo, el propio n es un entero que lo
cumple, ya que

{(-n) +n=n+(=n) (exioma 12)
=0 ' (axioma 16)
Asf pues, —(“n) =ny m— (—n) =m +n, como queriamos dernostrar, [

En los ejercicios signientes se encuentran resultados parecidos. No son
particularmente excitantes, va que no tenemos atn todos los axiomas

1.2 Ordenacidn de los enteros 5

para los enteros, pero lo importante es recordar que pueden demostrarse
utilizando inicamente los axiomas. :

Ejercicios 1.1

1A continuacidn exponemos una demostracidn de la regla 20 = 0

que sdlo utiliza los axiomas enunciados hasta shora. Desarroliar la -

demostracion explicando qué axioma se utiliza en cada paso.

{0+ 0) = z0
20 + 20 = 20
~20 + (20 + @0) = —z0 + 20
. (=20 4+ z0) + 20 =0
O0+a20=0
z0=10Q.

2 Construir una demostracidn de la regla {a + bje = ac + be explicando
cada paso como en el ejercicio 1.

3 Come de costumbre, z? es zz. Demostrar que dados dos enteros
cualesquiera a y b, existe un entero ¢ tal que (a + b)c = a2 — b,

4 Supdngase que hay dos enteros 0 v 0 con la propiedad ennnciada en el
axioma. ¥4, es decir,

a+0=a, a+0 =aqa

para cada a € Z. Demostrar que esto implica 0 = (', con lo cual el axioma
14 caracteriza a 0 de forma tinica.

1.2 Ordenacién de los enteros

El orden natural de los enteros es al menos tan importante como sus
propiedades aritméticas. Desde pequenos aprendernos los mimeros en el
orden 1,2,3,4, 3, y el hecho de que 4-es “mayor” gue 3 se convierte pronto
en algo importante. '
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La expresion formal de esta idea es.que en Z hay una relacidn de orden
m<n (m,n € Z)

que debe satisfacer ciertos axiomas. Resulta que son necesarios cinco
axiomas para especificar las propiedades bésicas del sfmbolo <; los
enunciamos & continuacién siguiendoe los niimeros del apartado 1.1, Comeo
antes, a,b y ¢ denotarén enteros arbitrarios.

VIS.,alga., .

19. a<byb<a = a=b
110. agbybéc = a<c
111, a<b = a+c<b+c
Ti2. a<by0<c = ac<be

Apenas es necesario aprender estos axiomas, ya que contienen propiedades
muy conocidas; lo importante es que nos permiten deducir otros hechos
igualmente conocidos. Teniendo esto en cuenta, los ejercicios siguien-
tes debieran resolverse utlhzando s6lo las prop1edades contenidas en los
axiomas T1- 112 '

Ejercicios 1.2

1 Supongamos que a < b Afadiende —a y —b a ambos lados de la
desigualdad, -demostrar que —b < —qa. Deducir que sia < byc £ 0,
entoneces be < ac.

2 Demostrar que)O < x? pé,ra, todo :c de 7, y deducir que 0 < 1.

3  Deducir del ejercicio anterior gue n<n+1 para todo n € Z.

Esté claro que podemos definir los restantes simbolos de orden utilizados
habitnalmente, >>, < v >, en #érminos del simbolo <. Por ejemplo, m > n
significa qué n < m y m # n. Usaremos estos simbolos cuando resulte
necesario. ' '

Podria parecer que tenemos ya todas las propiedades de 7Z que se
necesitan cn matematicas, pero, sorprendentemente, falta un axioma vital.

1.2 Ordenacidn de los enteros 7

Supongamos que X es un subconjunto de Z; decimos que el entero b es
una cota inferior de X si

b<x paratodoz <€ X.

Algunos conjuntos no tienen cotas inferiores: por ejemplo, estd claro que
el conjunto de los entercs negativos —1, -2, —3, etc., no las tiene. Por otra

parte, el conjunto S formado por los niimeros en negrita de la figura 1.1

tiene varias cotas inferiores. Una mirada rapida nos dice que —40, por
ejemplo, es una cote inferior, mientras que una visidn més detenida nos
muestra que —27 es la “mejor” cota inferior, ya que de hecho pertenece
a 5. Bn general, una cota infevior de un conjunto X e sea a su vez
elemento de X, es un minimo de X. ' '

87 88 89

0 71 77 78 79
60 61 67 68 69
50 51 57 58 359
0 A 47 48 49
0 3 37 38 39
20 21 27 28 29
0 11 17 18 19
0 1 7 8 9
-10 -9 3 2 -1
20 .19 13 12 .11
30 29 23 22 a2
40 39 33 32 31

Fig. 1.1 Bl minimo de 5 es —327.

Nuestro Gltino axioma de 7 afizma lo que (en aparzenma) es. una
propiedad evidente.

T13. .81 X es un subconjurto de Z né vacio y tiene
una cota inferior, entonces X tiene un minimo.

.\?}t..
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8  Enteros

Bl axioma I13 se conoce como el axioma del buen orden. Una
manera de captar su significado es considerar un juego en el que dos
personas eligen-alternativamente un elemento de X, sujeto a la regla de
que cada mimero debe ser estrictamente menor que el anterior. Fl axioma
nos dice que, si exigimos que los nlimeros sean enteros, el juego ha de
acabar; en efecto, el final llega en cuanto uno de los jugadores tiene el
buen sentido de elegir el minimo. Esta propiedad aparentemente evidente
1o se cumple necesariamente si permitimos mimeros que no sean enteros,
va que X puede no tener un minimo incluso si tiene una cota inferior. Por
ejemplo, supongamos que X es el conjunto de las fracciones 3/2,4/3,5/4,
eteétera, que tienen (n -+ 1)/n (n > 2) por término general, Este conjunto
tiene catas inferiores (1, por ejemple) pero ne tiene minimo, asi gue los
jugadores pueden seguir jugando sin parar eligiendo fracciones cada vez
més cercanas a L. .

Bl axioma del buen orden proporciora una justificacién rigurosa de
nuestra imagen intuitiva de los enmteros como un conjumbo de puntos
regularmente espaciados en una recta que se extiende indefinidamente
en las dos direcciones (fig. 1.2). En particular, nos dice que no pedemos
acercarnos mas v mds a un entero sin legar finalmente a é}, asi que el
dibujo de la fig. 1.3 es erréneo.

P 5 & a & o

1,

Fig. 1.2 Bl dibujo ituitivo correcto de 2,

Fig. 1.3 Un dibujo incorrecto de 7.

El hecho de que haya huecos entre los enteros nos lleva a decir que

Z os discreto, v es esta propiedad la que da nombre a la “matemética

discreta”. En el cdleulo v en el anglisis, los procesos de paso al limite son
fundamentales y es esencial usar sistemas de niimeros que sean continuos
en lugar de discretos. . : -

1.3 Definiciones recursivas 9
Ejercicios 1.2 (continuacién)

4 En cada uno de los casos siguientes, digase si el conjunto X tiene o no
una cota inferior, y si tiene alguna, héllese su minimo. '

(i) X ={z e Z|2? <16}
{i) X ={w € Z{z = 2y para algin y € Z}.
(1ii) X ={z €Ziz? <100z}.

5 Be dice que un subconjunto YV de 7 tiene una cota, superior csic >y
para todo y € Y. Una cota superior que a su vez pertenece a Y es un
méaximo de V. Usar el axioma I13 para demostrar que si ¥ no es vacib,
¥ tiene una cota superior, entonces tiene un maximo. [Indicacién; aplicar
el axioma al conjunto cuyos elementos son —y (y € ¥)] -

6 Se ordenan los enteros n que satisfacen 1 < n < 25 en una tabla
cuadrada de cinco filas y cinco columnas de forma arbitraria. Se selecciona
el elemento miximo de cada fila; sea ¢ el menor de estos. Igualmente,
ge selecciona el minimo de cada columna y sea ¢ el mdximo de estos.
Demostrar que s > ¢ y dar un ejemplo en que s # .

1.2 Definiciones recursivas

Sea N el conjunte de los enteros positivos, es decir,
N={neZ|n>1},

y sea Np el conjunto N U {0}, es decir,
Ne={n€Z|n>0}

inferior, ya que todo elemento z de X satisface z > 1 (0o = > 0). En
este caso, el axioma del buen orden toma la forma

51 X es un stbconjunio no vacio de N 0 Ny

|
Todo subconjunto X de N (o Np) posee automsticamente una cota 1
entonces X tiene wn minimo.

Esta es la forma més utilizada en la préictica.
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Nuestro primer uso del axioma del buen orden serd la justificacion de
w procedimiento muy usual. Con frecuencia encontramos una expresion
de la forma u,,, donde n indica un entero positivo cualquiera: por ejemplo,
podria ser u, = 3n +2, 0 4, = (n+ 1)(n+ 2)(n + 3). En estos ejemplos,
uy, viene dado por una férmula explicita-y no hay dificultad en calcularlo
para un valor especifico de n. Sin embargo, en muchos casos 110 CONOCEINOS
una férmula para u,,; de hecho, nuestro problema puede ser precisamente
hailar una férmuia. Fa tales casos podemos disponer de algunos valores
de u,, para enteros positivos n pequefios y una relacién entre el término
general uy, y otros u, con r<mn. 7 7

Por ejemplo, supongamos que tenemos

w; = 1, o = 2, Uy = Up_1 F Un—2 (n>3).
Para calcular los valores de u, para cada n de N podriamos proceder asi:

u3:ug+u‘1:2+1=3,
ug=uztup=3+2=25,
.'U..52U4+’UJ3:5+3:8,

v asi sucesivamente, Este es un ejemplo de una definicidn recursive. Bs del
todo “evidente” gue el método proporciona un valor dnico de u,, para cada
entero positivo n. Pero en sentido estricto necesitamos el axioma del buen
orden para justificar esta conclusién, tal como veremos a continuacién.

Supongamos que*existe un entero positivo n para el cnal u, no estd
definido de forma finica. Entonces, por el axioma del buen orden, existe
un entero positivo m minimo con esta propiedad. Puesto que uy y ua estan
definidos explicitamente, m noes i 1 ni 2, y la ecuacion vy, = tm—1+tm—-2
puede aplicarse. Por la definicién de m, %m—1 ¥ %Um-2 estdn definidos
unfvocamente, v ia ecuacién da un valor iinico para w,,, contrariamente
& la hipdtesis. La. contradiccidn proviene de suponer que w4, no estd bien
definido para algin n, y por lo tanto la suposicion ha de ser falsa.

Il lector no debe desanimarse por el uso de argumentos tan retorcidos
para establecer algo que es evldentemente correcto. Para empezar, sdlo
lo haremos cuando sea necesario, v er segundo luger, el hecho de que el
resultado sea “evidente” no significa, mas que estamos trabajando con la
imagen mental correcta de Ios conjuntos N y Z. Una vez establecida una

1.8 Definiciones recursivas 11

base lirme para esta imagen, podemos extenderla y obtener resultados que
pueden ser menos “evidenies”.

El método de la definicidn recursiva aparecerd a menudo en el resto del
libro. Hay otras formas del método que a menudo quedan ocultas por la’
notacién. j;Qué significan las expresiones siguientes?

T
Do -1, 143454+ (2n- 1),
pa==1 . : -

Estd claro que no es suficiente decir que significan lo mismo, ya que
cada una contiere un sfimbolo misterioso, 3. ¥ ---, respectivamente.
Lo correcto serfa decir que cada una de ellas es igual a la expresién s,
dada por la siguiente definicidon recursiva:

sy =1, Sp = Sp—1 + (2n -1 (n>2).

Esto pone de manifiesto que los dos simbolos misteriosos no son més
que abreviaturas de definiciones recursivas, y que, en comsecuencia, las
expresiones estan definidas correctamente para todo n de N.

Comentarios parecidos se aplican a la definicién de productos como n!
(se lee n factorial). Si decimos que

n':Hi, o al=1x%x2x3x---xn,
el significade debiera ser claro para todo el mundo. Pero para ser precisos (y
para que el ordenador pueda entenderlo) debiéramos ut1hzar la definicidn
recursiva

=1, n!:nx(ngl)f {n>2).

Ejercicios 1.3

1 En los casos siguientes calcular (si es posible) los valores de
U1,Uz,u3, U4 ¥ us dados por las ecuaciones. Si no pueden calcularse,
expliquese por qué falia la definicidn.

(i) uy =1, ug = 1,  Un =Upo1t Qn_o  (n > 3).
(11) Uy — 1, Up = Up—1 + 2'11,-,1,2 ('n, g 2)
(fii) uy = 0, Up = Mip_1 (0= 2).
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2 Dar una definicidn recursiva de la “n-ésima potencia” 2* para todo
n > 1. ) )
3 Supongamos ¢ue se define uy, mediante las ecuaciones
wg =2, w, =2 (n>2).

i Cuél es el minimo valor de n para el que no es practicable calcular u,
con una caleuladora de bolsillo?
4 Hallar formulas explicitas para las expresiones w,, definidas por las
écuacicnes siguientes: : ‘ '

(i) ug = 1, Up = Up—1 +3 (n2>2).

(iuy =1, " wy=n"u, , (n> 2).

1.4 El principio de induccién
Supongamos que hemos de demostrar el resultado
14345+ +{(2n—1) =n

En otras palabras, hemos de demostrar que la expresién de la izquierda
definida recursivamente es igual a la definida explicitamente por la férmula
de la derecha, para todos los enteros pogitivos n. Podrfamos proceder asi.
La férmula es desde luego correcta sin =1, ya que 12 = 1. Supongamos
que es correcta para un valor especifico de n, digamos n =k, con lo que

13454+ (26— 1) =k

Podemos usar esto par’a. simplificar el término de la izquierdasin =k+1
de la forma. signiente:

L4345k (2h+1) = 1+3 45+ (26— 1) (2 + 1)
=k + (26 +1)
= (k+1)%

De modo que st el?fésultado es correcto para n = k, también lo es para
n = k+1. Notemos para empezar que es correcto si n = 1y, por lo tanto,

1.4 Bl principio de induccién 13

ha de ser correcto si n = 2. Por el mismo argemento, ya que es correcto
para i = 2, tiene que serlo para n = 3. Prosiguiendo de esta forma vemos
que es correcto para todos los enteros positivos n.

La esencia de este argumento se conoce a menudo como el principio”
de induccidn. Es una técnica potente, facil de aplicar v que usaremos con
frecuencia. Peroc antes hemos de examinar su fundamento lgico, aunque
para ello necesitamos una formulacién més general. :

Sea S el subconjunto de IN para el que el resultado es correcto: desde
tuego, nuestro objetivo es demostrar que § es todo N. El primer paso es
demostrar que 1 estd en N, y entonces demostrar que si k es de S también
loes k+1. Ahora hacemos “chu-chu” {Fig. 1.4) y concluimos que S = N,
Afortunadamente, el “chu-chu” no es esencial, puesto que el principio de
induccidn es consecuencia de los axiomas de Z y N que hemos elegido tan
cuidadosamente. En concreto, es una consecuencia del axioma del buen
orden.

Teorema 1.4. Sea S un subconjunto de N que satisface Jas condiciones
(i)1es,
(i) para todo k € S, si k € S entonces k+1 € S.

Entonces se tiene que § = N.

P&

3

1€$§ keSS = k+1€8

Fig. 1.4 Fl principio de induccién.
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DeMosTRACION:- Si la conclusidn es falsa, entonces § #£ N y el
complementario S, definido por :

F=freNlrgs)

o es vacio. Por el axioma del buen orden, § tiene un minimo m. Puesto
que i pertenece a S, tenemos que m £ 1. Pero m — 1 o5 de N ¥, ¥a que
m s el mnimo de S, m — 1 ha de ser de §. Poniendo E=m-1c¢nla
condicién (ii), concluimos que m es de 8, lo que contradice ¢l hecho de que
m es de S, Asf pues, el enunciado # N nos lieva a una contradiccion v
debe ser § = N. : LI

Ejemplo. Definimos el entero Ty, Yecursivamente como
T1=2 Y Tp=Zn_14+2n (n> 2).

Demeostrar que o _
'  Tpn=n(n+1) paracadancN.

SOLUCION: (Base de la induccidn) El resultado es cierto para n = 1 ya
que 2=1x 2.

(Hipdtesis de induccion) Supongamos que el resultado es cierto para
n =k, es decir, zj, = k(k -+ 1). Entonces

Tre1 =Zk + 2(k + 1) » {por la definicién recursiva)
=k(k+ D +2(k+1) (porla hipétesis de induccidn)
={k+1)k+2)

El resultado es cierto paran = &k + 1 ¥, por el principio de inducciéa, es
cierto para todos los enteros positivos n. 1

El principio de induceién tiene algunas variantes. A veces es conveniente
tomar como base de la induccién el valor n = 0; también puede ser
apropiado tomar un valor como 2 o 3, ya que los primeros casos pueden
ser excepcionales. Hay que abordar cada problema segin su cardeter. Otra
modificacién til es tomar como hipétesis de induccidn la suposicidn de
que el resultado es cierto para todos los valores relevantes n < k, en Iugar

1.4 El principio de induecidn 15

de serlo tinicamente para n = &k (esta formulacién se conoce 8 veces con
¢l nombre de principio de induceidn fuerte). Todas estas modificaciones
pueden justificarse con cambios triviales en la demostracion de! teorema ,
1.4 tal como se indica en el ejercicio 1.4.6.

Ejercicios 1.4
1 Utilizar el principio de induccign para demestl‘al' que

n{n+1)(2n + 1)
12+22+---+n2:$
para todo entero positivo n.

2  Construir una tabla con los valores de
STL:13+23+"'+713 .

para 1 < n < 6. Conjeturar una fdrmula para Sy basdndose e11'12? t?fb%a
{Indicacidn: los valores de S, son cuadrados perfectos). Utilizar el principio
de induccidn para demostrar que la férmula es correcta para todon > 1
(jsi el método falia, la formula es falsal). '

3 Utilizar la forma. fuerte del principio de induccion para dgmostrar que
si se define u,, recursivamente mediante

uy = 3 Ug = 5, Up = JUpwi — 2Up_2 (N> 3),

entonces u,, = 2™ + 1 para todo entero positivo n.

4 Hallar el menor entero positivo ng para el cual n! > 2". Tomando el
caso 1 = ng como base de la induccidn, demostrar que el resultado es
cierto para tode n > ng-
5 Hallar el valor apropiado de ng como base de la induccidn en los casos
siguientes y demostrar que el enunciado es clerto para todo n = ng.
. . )

Mn2+6n+8>0 (i) n®>én’
6 El teorema siguiente incorpora todas las modificaciones del principio
bdsico de induccidn esbozadas anteriormente.
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Teorema 1.4%. Seang un entero cualquiera (no necesariamente positivoy,
y X ¢l conjunto de los enteros n > ng. Sea S un subconjunto de X que
satisface las condiciones : :
(i) ng €9,
{ii) si z € § para todo x en el rango ng < x <k, entonces bk +1 € 5.

Entonces se tiene S — X.

Reescribir 1a demostracién del teorema 1.4 haciendo los cambios necesarios
para demostrar el teoreéma 1.4%. '

1.5 Cociente y resto

De nifios é.prendembs que al dividir 27 entre 6, el cociente es 4 v el resto
es 3, es decir, .

27=6x44+3.
Lo importante es que el resto ha de ser menor que 6. Aunque también es
cierto, por ejemplo, que

2 =6x3+9,
se nos dice.que debemos tomar como resto el valor minimo, de forma que
“lo'que scbra” sea lo menor posible. El hecho de que el conjunto de posibles
“restos” tenga un minimo es una consecuencia del axioma del buen orden.

A

Teorema 1.5. Dados enteros a ¥y b con b € N, existen enferos ¢ y r tales

que
:bq+fr y O0<r<h

DEMOSTRAGION Apl1quemos el axioma del buen orden al conjunto de

“restos”
R={reNgl|la=>by+z para algin y € Z}.

Primero demostraremos que R no es vacio. 8i a > 0, la identidad
a=1bt0+a
demuestra que ¢ € R, mientras que si a < 0, la identidad

a=ba+ (1=>bla

1.5 Cociente y resto 17

demuestra que (1 —b)a € R (en ambos. casos hay que comprobar que el
elemento de R en cuestidn no es negativo).

Ahora bien, I tiene un minimo r por ser un subconjunto no vacfo de
No, y puesto que r € R, resulta que a = bg+r para algin q de Z. Ademss,

a=bg+r = a:b(q-}wl}%{r—b),

de forma que si r > b, entonces r — b estd en R. Pero r — b es menor que
It, contrariamente a la definicién de r como el minimo de R. Dado que la
suposicién r > b lleva a una contradiccién, debe ser r < b como guerfamos
demostrar. O

Es ficil ver que el cociente g v el resto r del teorema son tinicos. En efecto,
, y . - .
supongamos que ¢' y v’ también satisfacen las condiciones, es decir,

a=bd+r y 0<¢ <b
Si ¢’ < q, entonces g ~ ¢’ > 1, de forma que
r'=a-by =(a—bg)+blg—¢)>r+b

Puesto que 7 + b > b, resulta que ' > b, lo que contradice la segunda
propiedad de r'. Por lo tanto, la suposicién ¢’ < g es falsa. Intercambiando
qy ¢ se demuestra que g < ¢’ es falsa, de donde g =¢' y en consecuencia
r=r' ya que _ :
r'=g—byg=a—by =7

Una consecuencia importante del teorema 1.5 es que justifica el
método habitual de fepresentar los enteros. Sea ¢+ > 2 un entero al que

Hamaremos la base de cilculo. Para cualquier entero tenemos, aplicando
repetidamente el teorema 1.5,

=1y +1p

o =1tq +7

Un—2 = t@n—1 + Tn-1
Qn-1 = tq'n + .
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Cada resto r; es wmo de los enteros 0,1,...,¢ - 1, ¥ acabamos cuando
In = 0. Si eliminamos los cocientes q; obtenemos

T =t g +rit 4 7.

Hemos representado = (respecto de Ia base t) por una sucesién de restos,
¥ lo escribimos = = {rora_q-- -T170)s. L hase convencional para calcular
amano es £ = 10 y se omite e} subindice; tenemos asf la notacién habitual

1984 = (1 x 10%) + (9 x 10%) + (8 x 10} 4.

La notacién posicional requiere simbolos sélo para los enteros0,1,...,¢—1.
El caso t = 2 es especialmente adecuado para el cilculo con maguinas, ya
que los sfmbolos 0 ¥ 1 pueden representarse fisicamente por Ia ausencia o}
presencia de un pulso de electricidad o de luz,

Ejemplo. ;Cusl es la representacién de (109);0 en base 27
SOLUCION: Diviendo repetidamente por 2 se obtiene

109 =2x544+1

M4 =2x2740
T=2x%x134+1
- 13=2x 641
8=2x 3+0
N 3=2x 141
I=2x 041,
Por o tanto ‘ _
' (109),p = (1101101)5. |

Ejercicios 1.5
1 Hallar gy que satisfagan el teorema 1.5 g

() a=1001, b=11; (i) a=12345, b 234

2 Hallar la representacion de {1985),, en base 2, en base 5 ¥ en bage 11.

1.6 Divisibilidad 19

3 . Hallar la representacion usual (en base 10) de

() (11011101)s; (i) (4165),.

1.6 Divisibilidad
Dados dos enteros & e y, decimos que y es un divisor de z, ¥ lo escribimos

sl . ) .
e r=1yg paraalginqge Z.
También decimos que y es un factor de x, que y divide a z, que x es
divisible por y, ¥ que = es un maltiplo de y.

ik z i B tar al entero
Si y|z, podemos usar el simbolo £ (o bien z/y) para denotar

q tal que & = yq. Si ¥ ne es un divisor d.e a:., ta fraccic’)ln f/y r;?&:i ;2
entero v tenemos que asigna_\g_]lrle un nuevo.szgmﬁcado: E 'ec QI: e ue o
duda familiarizado con las reglas para manipular fracciones; nsar en?o o
reglas de vez en cuando, pero es importante recordar.que las fra::icm’nes 0
han sido ni siquiera definidas formalmente en este libro. Es to av1§. ntlda
importante recordar que z/y 10 es un elemento de Z, a menos que y divi

a &.

Ejemplo. Demostrar que si ¢, d y n son enteros tales que

n
din v c' 7
entonces n

SoLucION: Puesto que din, existe un entero s tal que n = ds y n/d es €l
entero s. Puesto que cin/d, existe un enterc ¢ tal que

§ = — =ct.

d

Resulta que .
n = ds = d(ct) = c(dt),

) i ente, ya que nfe = dt,
de forma que ¢jn ¥ n/fc dencta al entero di. Finalm ya "

tenémos que d|n/¢ como querfamos.

e
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Ejercicios 1.6
1 Demostrar qﬁe z|0 para todo z € Z, pero que 0|z sdlo si z = 0.

2 Demostrar que si cla y clb, entonces clwza + yb para « e y enteros
cualesquiera.

3 Demostrar que si o y b son enteros tales que ab = 1, entonces @ — b — 1
0a=b= -1 {Indicacidn: o bien g ¥ b son positivos, o bien son negativos).
Deducir que si # e y son enteros tales que zly ¥ ylx, entonces z —
T=—y. : '

Y 0

4 Utilizar el principio de induccign para demmostrar gue, para todo n >0,

(i} n? + 3n es divisible por 2 ; (ii) n_3 +3n% + 2n es divisible por 6.

1.7 FEl miximo comiin divisor

Dados enteros a vy b, decimos que el entero d es un maximo comtn
divisor, o0 med, de a v basi

(i) dlay dlb; (ii) siclay b, entonces ¢ld.

La condicidn (i) dice que d es. un divisor comiin de ¢ y b, ¥ la condicién

(if) dice que cuaiqujer otro divisor comin es también un divisor de d. Por

ejemplo, 6 es un divisor comiin de 60 ¥ 84, pero no es un méximo divisor

comin, ya que 12{60 y 12(84 pero 1216 (el sfmbolo/ significa “no divide”).
Las condiciones (i) y (i) no son del todo suficientes para asegurar que

dos enteros dados tienen un 1inico med. Ya que sidy d satisfacen amb

08
las condiciones, resuita que

did y dld.

Por lo tanto, por el gjercicio 1.6.3, d =& o d = . Para obtener un
tnico med es suficiente imponer una tercera condiciéa:

(i) o> 0.

i
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Decimos que el inico entero d que satisface (i}, (i) y (iii) es el med de o
v b, y escribimos d = med(a, b). Por ejerplo, 12 = med(60, 84).

Fixiste un método muy conocido para caleular el med de dos enteros
dados que se basa en la técnica del cociente y el resto. Depende del hecho _
de que

a=bg+r = med{a,b)=mecd(d,r).

Para demostrarlo notemos que st d es un divisor de @ y b, entonces tan}bién
Io es sin duda de a — bg; pero a —bg =7, con lo que d divide}a. 7. Asi que
cualquier divisor comin de o y b también lo es de b y 7. Bec%}?roca_mente,
gl d divide 2 b y v, también divide a a = bg + ». Una aplicacién reiterada
de este hecho proporciona el método para calcular el med.

Ejemplo. Hallar el med de 2466 y 654.
SOLUCION: Tenemos

med(2406,654) = med(654,444)  yaquo 2406 = 654 x 3+ 444, )
=med(444,210)  ya que 654 = 444 x 1 4 210, :‘
= med(210, 24) va gue 444 =210 x 2+ 24, %
mad(24, 18) va que
= med(18§, 6) ya que

T\’_‘A
El _ .
En general, para calcular el med de dos enteros a y b (ambos > ) definimos
¢ ¥ 7y recursivamente mediante las ecuaciones

a=bq +7m1 (0<r <b)

b:‘i"]_'qZ—i—Tz (0£?"2<T1)

Ty = a0z + 13 (OST3<T2)

Estd clarc que el proceso tiéne gue terminar finalmente, ya que cada %esto
r; es estrictamente menor que el precedente. De forma que los tltimos
pases son éstos:

Tho4 = Th3Qk 2 +Th2. (0 <7y <7Tp_3)

Th—3 = Tk 2Qk—1 + Tk—1 (0 <11 <7pez)

Te—2 = Tk—1Gk,

210= 24 x84+ 18, =,
M= 18x1+ 6
= 6 ¥a que 8= 6xX3. .+ it

A
1
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donde 75 se anula, ¥ €] med buscado es Th-1. Fsté procedimiento se
conoce como algoritmo de Euclides, en recuerdo del matemdtico griego
Euclides (hacia 300 a.C.). Es extremadamente 1itil en la prictica vy tiene
importantes consecuencias tedricas:

Teorema 1.7. Sean a y b enteros con b 2 0, y sea d = med(a, b). Entonces
existen enteros m y n tales que

d = ma --nb.

DEMOSTRACION: De - acuerdo con 121, notacién anterior, d = r_;, ¥
utilizando la peniltima ecuacién tenemos que

?"k.—l T The3 — Th-2Qk-1-

A51 pues, d puede escnbuse oMo M7y + n'ry_g, donde m' = —q_; v

= 1. Sustituyendo ry_o por su expresidn en términos de The3 ¥ Thoa
obtenemos

! l
d=m(Thet = Thoaqro2) + 0 Th-3,

que puede escribirse como mr,._ 30"y con m” = n' —m! qk—a ¥
n"” = m’. Continuando con estas sustituciones llegaremos finalmente a,
“una expresmn de d de la forma pedida. C

Por ejemplo, a partir de los Calculos efectuados para obtener el med de
2406 y 654 obtenemps

6= ' 24— 18x1 = 1 x 244 (~1)}x 18
244 (=1)x ( 210— 24x8 = (-1)x 210+ 9 x 24
T2I0+ 7 9% (444-210x2) = 9 x 4444 {10} x 210

9 X444t (—10)% { 654— 444 x 1)~ (—19) x 654+ 28 x 444
= (=19} X 654+, 28 x (2406 — 654 XS)* 28 X 2406+ (~103) x 654 .

I

Pox 10 tanto, la expresién requerida d = ma + nb es

6 = 28 x 2406 + (—103) x 654.
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Si med{a, d) = 1 decimos que a y b son primos entre si, v en este caso
el teorema 1.7 asegura que existen entercs m y n tales que

ma+nb=1.

Esta es una observacion muy util; por ejemplo, en la reduccién de una’
fraccién a la forma a/b donde a y b son primos entre si. El ejemplo siguiente
demuestra que esta forme, es tinica y, como veremos, el hecho clave en la
demostracién es fa posibilidad de expresar 1 como ma + nb.

Ejemplo. Supongamos que los enteros postivos a, &, b, b satisfacen

(i) ab’ = a'b; (ii) med(a,b) = med(a’, ) =

. !
Entonces a =a' y b=¥'. ,
o s _ , )
(La condicién (i) puede escribirse como a/b = a//b, pero preferimos
utilizar mna forma que no presuponge nada sobre fracciones.)

SoLucion: Puesto que med{a,b) = 1, existen enteros m y n tales que
ma + nb = 1. En consecuencia,

b = (ma+ nb)b = mab’ + nbb’ = (ma’ + nb')b,

de forma que b|t’. Con un argumento similar, utilizando el hecho de que
med{a’, ) = 1, deducimos que V)b, Asi que b =V o b= —b, y como b
y b’ son positivos, ha de ser b = &'. De (i) se desprende que o = o’ v el
resultado esta demostrado. - 7 O

Ejercicios 1.7

1 Hallar el med de 721 y 448 v expresatlo en la forma 721m + 4480 con
nymde 7.

2 Demostrar que si existen enteros m y n tales que mu+nv =1, entonces
med(u, v) = 1.

3 Usarel teorema 1.7y el ejercicio 2 para demostrar que st med{a, b) = d,

. entonces
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ositivos v sea d = med(a, b). Demostrar que existen

4 Sean ay benterosp
= ¢ si, y solo si, dle.

enteros @ e y que satisfacen la ecuacién ax 4 by

5 Hallar enteros & e y que satisfagan

9661 + 686y = T0.

1.8 TFactorizacién en numeros primos

rimo sip > 2y los {inicos enteros
pio p. Por lo tanto, un entero 17 >2
donde my1 ¥

Se-dice que un entero pésitivo pesp
positivos que dividen a p son 1y ¢l pro
no es primo si, y s6lo si, puede escribirse como m = M1,
Mg 80N enteros estrictamente entre 1 y m.

Notemos que segin la definicién, 1 no es primo. Los primeros primos
SOIL
2,3,5,7,11,13, 17,19,23,29,31,37,41,43,47.

Clasi seguro que el lector est4 familiar
entero positivo puede expresarse COMOC YN Pro

8925 =3 x Hx b x 11,

izado con la idea de que cualquier
ducto de primos; por ejemplo,

mos para cada entero positivo

La existencia de tal factorizacion en pri
den. En efecto, sea B el

n > 2 es copsecuencia del axioma del buen or

o de los enteros positivos n > 2 que no poseen una

coniunt
entonces el axioma del buen orden nos dice

en primos; si B no es vacio,
que tiene un minimo 7. 5i
trivial m = p; luégo, m no €s un primo y m = mima
1 < mg < m. Puesto que supornemos que m es el minimo entero {
no factoriza en primos, tanto ma éomo me deben factorizar. Pero entonces
la ecuacidn m = M1y NOS da una factorizacién de m, en contradiccion
la suposicién de que m es un elemento de B. En consecuencia, B es

donde 1l < my <mYy

con
vacio v la afirmacién estd demostrada.

EjErciCios 1.8 _ 7
1 Hallar todos los pﬁrﬁos p entre 100 y.120..

factorizacidén -

m. fuera primo p tendriamos la factorizacion

> 2) que .
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9 Escribir las factorizaciones de 201, 1001 y 201000
3 Demostrar que si py p’ son primos v p' {p, entonces p=7p

4 Democtrar que sin > 2 i
> 2y n no es primo, entonces exi i
divide 2 y tal que 7 < 7. ) ste un primo p que

5 . Utilizar el resultado del ejercicio 4 para demostrar que si 467 no fue
primo tendria un divisor primo p < 19. Deducir que 467 es primo "

La facilidad con gue hemos establecido la existencia de factorizaci

esconde dos dificultades importantes. En pfimer lugar, el i?aemneg
hallalj los factores primos no es en modo alguno trivial: ) enpm o
es ev1d.ente que exista una Unica factorizacién en primjoz arsa.egund(), o
cualguiera n > 2. Kl siguiente resultado es un paso clave en 11; demtr;tfzggg

de la unicidad.
Teorema 1.8.1. 5i [ 7.
a 1.8.1. S8ip es primo y xy, %g, - .., T, Son entercs tales que
Plr1ze ... Tn,

entonces p|x; para algin z; (1 <i<n).

D e . . . . . )
g ;n:;sseTi{AqON. Utilizaremos el principio de induccién. Fl resultado es
nte cierto si n = 1 (base de la induccid
: e ccién). Para la hipdtesi
induccidn, supongamos que es clerto para n = k& potests de
. .
» UPONEAmOos q.ue’ DlT1To .. TeTry1 ¥ S€B T = Li%oe...Tk. Si miT
: onces, por la hipdtesis de induccidn, piz; para algln o; con 1 <1 < k
1 i mismo)
teni Az, entonces (puesto que p no tiene divisores excepto 1 y &l mismo)
mos med{p, z} = 1. Por el teorema 1.7, existen enteros v vy s tales
o+ sz = 1. Por lo tanto, "

Tit1 = {10+ $2)2r41 = (P2pp)p + $(TTpyr),
o . .
y como p divide a ambos términos resulta que pizgy;. En cualquier caso
Oy

p divid ) .
result z N uno_ delos z; (1 <4 <k-+1)y por el principio de induccién, et
aclo es clerto para todos los enteros positivos n. ’ 0
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Un error muy frecuente es suporner que el teorema 1.8.1 mantiene su validez
si sustituimos p por un entero cualquiera. Pero esto es claramente absurdo:
por ejemplo

6l3x8 pero 6/3 y 6/s.

Ejemplos como éstos nos ayudan a entender que el teorema 1.8.1 expresa,
una propiedad muy significativa de los niimeros primos. De kecho, veremos
que esta propiedad juega un papel crucial en ¢l resnltado siguiente,
conocido a veces como el Teorema fundamental de lo aritmétic.

Teorema 1.8.2. La factorizacidn en primos de un entero positivo n > 2
es linica, salvo por el orden de los factores.

DEMOSTRACION: Por el axioma del buen orden, si existe un entero para
el que el teorema eg falso, entonces existe un entero minimo ny > 2 con
esta propiedad. Supéngase entonces que

0= PPz P Y Moo= Piph...p,

- donde los p; son primos no necesariamente distintos y lo mismo los joR

La primera ecuacién implica que p1lng, v la segunda ecuacién implica
que pijpiph ... p,. Segin el teorema 1.8.1, p1 divide a P para algin j
(1 <7 <1). Reordenando la segunda factorizacién podemos suponer que
PP}, y puesto que ambos son primoes resulta que p; = py (ejercicio 1.8.3).
Por el axioma I7 podemos cancelar los factores p; y o} v obtener ‘

Paps - PE = popy ... p) = ny.

Pero hemnos supuesto que las factorizaciones de 7y eran distintas y hemos
eliminado sélo los factores iguales p; y pf, de f_(_)rina que 73 tiene dos
factorizaciones distintas. Esto contradice el hecho de que ng faera el menor
entero con esta propiedad y demuestra el teorama., o I

En la prictica se suelen agrupar los primos ignales en la factorizacién de
n ¥ escribimos
21,22

n=ppytee-pt,

donde P1,P2,.--,pr sonr primos distintos y €1,€3,...,6. son enferos

Ppositivos. Por ejemplo, 7000 = 2% x 53 x 7.
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Eiemplo. Demostrar que si m y n son enteros tales quem > 2y n 2 2
! 2 ?é In 2 .

entonces 1M -

goLucIoN: Supongamos que la factorizacién de m contiene el primo 2

elevado a la potencia z (donde z es cero si 2 no es un factor de n). Entonces
) i
n = 2%h, donde h es un producto de primos mayores que 2, de forma que
- ’ . . . .

2n® = 2(2%h)% = 2% 2

Asi que en la factorizacién de 2n?, 2 estd elevado a una potencia impor.
Por otra parte, si m = 2¥%g, donde g es un producto de primos mayores
ces ,
que 2, enton . , _
m” = (2%g)° = 2%¢", |
de forma que 2 estd elevado a una potencia par (posiblemente cera?} .en la
factorizacién de m2. 8i m? = 2n? tendriamos dos factorizaciones distintas
‘ I ' ) 2 2
i ari e al ¢ 2. ue m* # 2n°.
de nn mismo entero, contrariamente al teorema 1.8.2. Asi g #

]

Esta claro-que la conclusion del ejemplo anterior también es valida sl.m 0
n son iguales a 1. Podemos expresar el resultado diciendo que no existen
enteros positives m y n tales que

(-

ici - i de
o, equivalentemente, diciendo que la raiz cuadrada de 2 no pue
expresarse como una fraccién m/n.

Ejercicios 1.8 (continuacién)
6 Sean m y n €nteros positives cuyas factorizaciones son
- £

mo=pipyt

n=plpl? .. plr.

Demostrar que el med de m y nes d = p’flpgz .- pFr donde k; es el menor
de e; v f; para cada i tal que 1 <1 < k. :

7 Demostrar que st m y n son enteros positivos tales que m > 2, n > 2
v m? = kn?, entonces k o8 ¢l cuadrado de un entero.




28 Enteros -
8 Utilizar Ia identidad
ors _ 1 — (27‘ . 1)(2(5——1)?‘ *® 2(3“2)1" + .. + ar + 1)

para demostrar que si 27 — | es-primo, también lo es n.

9 Hallar el mfmimo valor de n para el que el reciproco del ejercicio 8§ es

falso: es decir, n es primo pero 2% — 1 no o es.

1.9  Ejercicios diversos

1 Utilizar el principio de induceign para demostrar que 27 » n41 para cualquier

enteron > 2.
2 Demostrar que
P2ty gt MR 1)(20 £ 1)(30% £ 30 — 1)
= AT oA ran—1)
30 e
3 Demostrar que 4"’.“ — 1 es divisible por 15 para cualgaier enﬁero n> 1.

4. Hallar el med de 1320 ¥ 714, y expresar el resultado en la forma, 1320 + 714y
con z, i de Z. ‘ ,

mostrar que 5 Y [ q
5 DE 72 44{ son primos entre 81y ha«HaI enter r
T 05 € y tales ue

6 Hallar una solucida en niimeros enteros de la ecuacicn

i

325z + 26y = 91,

7 Se define el entero fr Tecursivamente mediante las ecuaciones

T U N e

Demostrar que med(frg, fro) =1 para todon > 1.

8 Sean ay & dos enteros positivos. Se define el mimo comiin miﬂtiplo de a
¥ b como el entero C ' :

[ ab
_ med(a, b}’
Demostrar que
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) afl y bil;
(i) si m es un entero positivo tal que alm y bim, entonces {}m.

0 Demostrar las siguientes propiedades del med.

(i) med(ma, mb} = mmed(a, b).

(i) Si med(a, z) = d y med{b,z) = 1, entonces med{ab, z) = d.
10 Se dispone de un suministro ilimitado de agua, un gran cubo con un desagte
y dos garrafas que contienen 7y 9 Litros respectivamente. § Como podria ponerse
un litro de agua en el cubo? Explicar la relacidn entre 1a respuesta v el teorema 1.
11 Siguiendo la linea de la definicidn del med({a,b), dar una definicién del med
de n entercs ay, a2, ..., a,. Demostrar que si d = mc (ai,as,... »Gn), EBECTICES
existen enteros zi1, xq, ..., =, tales que o )

d=1T16; + Zaag + - + Zpa,.

12 Sean un entero positivo con las siguientes propiedades:

{i} n no contiene cuadrados (es decir, no hay factores repetidos en la
factorizacidn de n en nmimeros primos);

(ii) para cada primo p se tiene que pln s, y sdlo si, p — 1in. .

Hallar el valor de n. . /\ j\r'vé
13 Se define el entero u, mediante las ecuaciones N [ s

U =2, un+1:ui;un+1(n21).
Haliar el minimo valor de n par el cual u, no es primo y hallar los factores de.este
Up. i Es primo ug?
14 Demostrar que los enteros definidos en ] ejercicio 13 satisfacen
Ung == 1+ Upls - iy

Deducir que w4, tiene un factor primo diferente de los factores primos de u;, u,,
<+ Uy Deducir que el conjunto de los nimeros primos no tiene mdximo.

15 ;Fs primo 6565377
16 Demostrar que si n es un entero positivo, ninguno de los n enteros consecutivos
empezando por (n + 1)! + 2 es primo.
17 Demostrar que no existen enberos T, Y, %,t para los que
2?3272 -3 =0
18 Demostrar que si med(u,v) = 1 y wv = 2% para alglin entero z, emtonces
u=n%y v =m? para ciertos enteros m ¥y .
19 Demostrar que si med(e,b) = 1, entonces med{a + b, a — b) esiguala 1 o0 2.

20 Demostrar que si tenemos pesos de 1,2, 4, ..., 2™ gramos, es posibie
equilibrar cualquier peso entero entre-1 y 27—t gramos, Demostrar que no es posible
hacerlo con ningun otro conjunto de n pesos.




2 Funciones y enumeracion

2.1 Tunciones

Sean X e Y dos conjuntos. Decimos que tensmos una funcién f de X
en Y si para cada x de X podemos especificar un dnico elemento de ¥,
al que denotaremos por f(z). La figura 2.1 ilustra esta situacién; de ella
proviene la notacidn estdndar f: X — ¥ para una funcién f de X en V.

Es conveniente pensar en f como en una regla que asigna a cada objeto
2 de X un dnico chjeto f{xz} de Y. Al objeto f(x) se le suele llamar el
valor de f en z. Lo importante es que f(z) estd definido para cada = de
Xy que s6lo hay un objeto para cada z.

X ' Y

Fig. 2.1 Una fupcidn f: X — V.

Las funciones m4s comunes en las mateméticas elementales son aquellas
en las que X e Y son los conjuntos N o Z, o algin otro conjunto de
ntimeros. In este caso, la forma mds senciila de especificar una funcién es
mediante una férmula. Por eiemplo, la regla

f(n)=3n+4 (ncN)

define una funcidu f de N en N cuyo valor en n es 3n+4. Algunas funciones
requieren una definicién a trozos, como la funcién ¢ de Z en Z dada por
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la regla . :
T s oz>0Q;
g(z) = L
—x 81 z<{.
Esta funcidn asigria & cada entero = su valor
s¢ escribe |z]. Por ejemplo, (5] =1- 5 =5.
Cuando X = ‘N, podemos especificar una funcién mediante una
definicidn recursiva, tal como se indica en el apartado 1.3. Allf habl$bamos

(de una forma un tanto vaga) de una expresion u,, definida para cada n de
N. Seria més preciso decir qu

de u(n), donde u es una fun
ejemplo, las ecuaciones

abseluto, que habitua}mente

€ Up o €8 més que una notacidn alternativa
cidn de N en un conjunto adecuado ¥, Por

- »
u(l) =1, u(2) = 2, u(n) =uln-1) 4 wn—2) (n>3)
proporcionan una definicién recursiva, de una funcién u de N en sf mismo.
A menudo nos referimos & la fista de valores de ung, funcién de este tipo
COMO una sucesidn; en este caso la sucesion €es

1,2,3,5,8,13,21, ...

donde fos tres puntos del final indican que la lista contintia indefinida-
mente. En general, una sucesién de elemenios de un conjunto ¥ no es més
que otro nombre para una funcisn de Nen ¥. (A veces es conveniente

sustituic N por Ny u otro conjunto de enteros.) Una sucesion puede
definirse recursivamente mediante una fér

en cualquier caso debemos tener definido
entero n que interviene en la definicién.

Una propiedad tii- de les funciones es que, en ocasiones, pueden
combinarse tal como indica la figura 2.2. En concreto, si teremos funciones
fdeXenYy gdeY en Z, entonces existe una funcién de X en Z definida,
de la siguiente forma: para todo z de X, el valor f(z) estden v, y el valor
de g en f(z) es e elemento g{f(z}) de Z. Si miramos esta dobie operacién
COmO Una sola, tenemos una funcién de X en Z queenvia g a g(f(z)). Se

la conoce como composicién de las funciones JiX>Yyg:v - Z v
8¢ escribe gf. Asf pues,

mila o de algin otro modo, pero
un linico elemento de v para cada

(95)(x) = g(f(z)).

2.1 PFunciones 33

Es conveniente recordar que (en este libro) gf significa “prin_lero f,
después ¢”. Aunque gf es una especie de producto_de: gy f,laidea se
espl nfusiones. Si X, ¥ y Z son conjuntos distintos, entonces af
Pl"e?t; anga pero fg no tiene ningdin sentido. Incluso si gf y fg estiédn
es;ziasedeﬁniéias, por gjemplo cuando X = Z, no hay ninguna, razéu para
zue sean la misma funcidn.

-

&(fix))

x . ¥ z

Fig. 2.2 La composicidnde f: X =Y yg: Y — 2.

Ejercicios 2.1

1 Se definen las funciones s y ¢t de Z en Z mediante

sfg)=z+1, t.(:x).: 2 (z€Z)

Demostrar que st # ts.

2 Bea X ={1,2,3,4,5} y gea f: X — X la funcidn definida por -
=1, f@)=2 [f8)=4 f@) =4 fE=4

Demostrar que ff = f. Hallar una funcién g £ f tal que gf=fyfg="f.

3 Sea U el conjunto de ciud_adanos del estado de Utopra. LCuei%es de las
siguientes afirmaciones especifican de manera correcta una funcidn de 7
en U7 (Cualquier suposicidn acerca de la poblacidn de Utopia debe hacgrse

explicitamente. ) |
(i) f(z) es la. madre de z. (ii) g(z) es Ia hermana de =.

(ii1) A(z) es la esposa de .
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4 Supongamos que f, gy h son funcion
estd definida. Demostrar: que (hg

h(gf).

es tales que la corposicidn k(g F)
)f también estd definida, y que (hg)f

2.2  Funciones exhaustivas, inyectivas y biyectivas

Hay clases de funciones especiales
diagramas de la figura 2.3 ilustran 1
&l lector el uso de esquemas de este tipo).

que reciben nombreg especiales. Los

S

B —— g a @ o L]

L] 9 L] a 2

'><:C '%. -§.

n/ o
Exhaustiva Inyectiva Biyectiva

Fig. 2.3 Una funcién exhaustiva, una Inyectiva y ung, biyectiva,
Definicién. Una funcién f de X en ¥ e exhaustiva si cada, ydel eg

el valor f(z) de al menos un = de X. Es inyectiva
cada i de Y es el valor f(z) de un 2 de X como m

(0 una biyeccién) si es inyectiva y exhaustiva al mj
sicada y de ¥ es el valor

(0 una inyeccidn) si
dzimo. Bs biyectiva

Smo tiempo, es decir,
f(z} de exactamente un z de x.

Fjemplo. 1,

as férmulas siguientes definen funciones de % en 7.
de ellas son

exhaustivas, cugles inyectivas y cudles bivectivas?

O£} =% (i) g(o) = 22

SOLUCION: (i) Puesto que f(z) =22 y 2 no es nunca negativo, un entero
negative como —1 ne puede ser un valor de [, con lo que no existe ningtn
entero z tal que fl#) =<1y f no es exhaustiva, Ademds, hay entercs y
tales que la ecuacién Flz) = y tiene dos soluciones; por ejemplo, siy =4,
f(2)y F(~2) son ambos iguales a. 4. Bn consecuencia, f no es inyectiva. -

(il) Puesto que 9(z) = 2z y 22 ¢s par, un entero imupar como 3 no puede
ser un valor de g. Por lo tanto, g no es exhaustiva. Por otra parte, g es

i Cudles

&UM@:zfz

as definiciones siguientes (aconsejamog -
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i valor 1. en

invectiva. Para demostrarlo, supongamos que g toma el mismo : y"
i z', es decir, y =2z = 2z’. De acuerdo con el axioma 17,
o P = 7', lo cual implica que la

odemos eliminar ef factor 2y obtenemos v = #', [ple :
b i ixd ma solucidn y, por lo tanto, que

i ) = ¢ flene como mAaximo nns ,
ecuacion g(x) : _
es inyectlva. N
(iii) Dado un entero y, tomamos x = y — 2 y obtenem

ha)=2+2=y.

Asi pues, existe al menos un entero  tal gue h(z) =y y hes Efchaustwa.
’ " -
i hubiera dos enteros = y 2" con la misma propiedad, tendriamos c!ue
-1 -
1-;- 2 = ' + 2, to cual implicaria que z = . Por lo tanto, & es myectn;
b = ;
y, de hecho, biyectiva.

Fig. 2.4 La funcién inclusién 2 : X — ¥

il ' . son.
La técnica que acabamos de utilizar para demostrar que g v h tsoEL '
inyectivas es la mds conveniente en la practica. Iin general, I;I)ara de;nc-? T
. B .
que una funcién f es inyectiva, suponemos que f(z) = f(z’) y deducimo
'
ue z =z’ - ‘ .
) Hay un tipo particular de inyeccidn que tiene un nombre espemil.ﬁ 81. {(
s un subconjunto de ¥, la funcidn inclusidon i : X — Y (fig. 2.4)1;;- e rTi’cna
por i(x) = 2 es claramente inyectiva. $5i X =Y, se trf'ita de una biyeccién,
¥ se conoce como la funcidn identidad de X. Bl siguiente teorema es muy
util.
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2 Se define recursivamente Ia funcidn % de N en N mediante Ias reglas

o 1 : .
ul)=1, wn+l)= { 2un) s wn) es par;
Su(n) +1 en otro caso.

Demuéstrese que w no es ni inyectiva ni exhaustiva.

-3 Demostrar que si f ¥ g son biyeciivas v gf estd definida, 1a inversa de

gf es f7lg7L,

4 Se dice que la fmcidu f: X — v tiene una inversa por la izquierda
L:Y — X silf es la funcidn identidad en X. Demostrar que

(i) si f tiene una inversa por la izquierda, entonces es inyectiva;

(ii) si f es inyectiva, entonces tiene 1ma inversa por la izquierda. ‘
5 Formular y demostrar resultados anslogos a los del ejercicio anterior
sobre inversas por la derechq de X -y

2.3 Contar

1 Qué significa, que un conjunto tenga n elementos? Una, forma de contestar
a la pregunta, es recordar cémo contamos conjuntos sencillos. Decimos las
palabras un, dos, tres, etcétera, v sefialamos cada vez yn objeto. Cuando
cada objeto ha recibido un nimero nos detenemos, y el dltimo nimero
promurciado es el niimero de elementos del conjunto.

Ay

. Fig: 2.6 Cmo contar ventanss,

3i queremos traducir esta técnica de numerar en lenguaje matemético, -

debemos definir, para cada entero positivo n, el conjunto

2.8 Contar 39

La técnica de numerar asigna a cada elemento de N, LL:[[ elemento 'dlel
conjunto X que gueremos contar; en otras palabras, determ.llna unalfunc:lon
fdeNpen X (figura 2.6). Ademas estd claro que la funcién es bzyectz.va,
puesto que st hemos contado correctamente, cada e_Ie'mento de X recibe
exactamente un ntumero. Asi pues, si X es un 001.1_11111130, 7 un fan’sero
positivo, ¥ existe una biyeccién entre N, y X, decimos que X tiene n
1508, ] )
e}e§§)tese que la definicién no excluye explicitamente la posibiliddd de
que un conjunto tenga al mismo tiempo n y m elementos con m # n.
De hecho, todos hemos tenido la experiencia de contar y Volver_ a contar
un conjunto moderadamente grande _(ie objetos, como }aslovejas de un
rebaflo, y chtener una respuesta diferente cada ves. El 51g.uienlte.teorema
‘es la pieza clave en la demostracién de que esto es debido tinicamente
a una incapacidad prictica y de que realmente existe una sola respuesta
correcta. En otras palabras, un conjuntc con n elem’entos ne puede tener

al mismo tiempo m elementos si m # n.

1 1
2 Z
i
—

I
k

Fig. 2.7 La supuesta inyeccidn 1 : Ny, — N

Teorema 2.3. Sim y n son enteros positivos tales que m < n, enfonces
no existe ninguna inyeccidn de N, en Ny,.

DEMOSTRACION: Sea S el conjunto de los enteros positives n para los que
existe una inyeccidn de N, en N, para algin m < n. 51 & no es vacio




S
r

tiempo para, algin m < n. Ento

40 Punciones ¥ enumeracidn

ha de tener un mimimo k&
de Ny en N; para, algin [ < k. No es
funcion de N}, en N sélo puede tomar €]
existir ninguna inyeceién. definida en Ny, si
entero positivo y la situacién puede descri

Si ninguno de los valores (1),4(2)
de 7 al

valor 1, de forma que no puede
k> 1. Porlo tanto, ! — 1 es un
birse con la figura 2.7,

y-- ik —1) es ignal a {, la réstriccién
conjunto Ny, nos da una inyeccidén de N k-1 en N ;. Por otra
parte, si i(b) = [ para algdn b tal que 1 <5< k—1, debe ser i(k) =
€ # 1, puesto que 1 es una inyeccién. En

este caso podemos construir una
inyeccidn i* de Ny_1 en Ni_; tal como

muestra la figura, 2.8; es decir,

) =c,  P@y=i() (r b). "
En cualquier caso, la existencia de
contradice ia definicién de & como el

vacio ¥ el resultado ests demostrado.

una, inyeccidn de N en N
minimo de 5. Asf pues, S debe ser

0

1 1 1
2 2 2
i i* B
———he —fi

Fig. 2.8 Coastruceidn de 5+ cuando £(b) = .

Supongamos que existe un conjunto X con 5 ¥ m elementos al rismo

nees existen bivecciones

ﬁ:Nn—)Xy ')’:Nmﬁ’XJ

» ¥ puesto que k es de S, existe una inyeccidn 4
posible que { = 1, ya que cualquier

B s
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r los resultados del apartado anterior\, tan.to ’Yf-.ll-como 718 son

S R biyecciones. En particular, v~ *3 es una inyeccién de N, en Ny,

tambler'l . te al teorema 2.3. Por lo tanto, la afirmacién “X tiene n
COmmn‘rﬂf’lesnélo puede cumplirse para un enterc positivo a lo sumo. -

e]egli(m}‘;mtsiene n elementos, escribimos | Xi = n y decimos que el ;:a;d_n?l’al

tamaiio) de X es n. Para el conjunto vacio # tenemos una definicién

(E,Zpeciai pero razonable,

% = 0.
Si | X| =n, a menudo escribiremos

X ={x,@2,..., %}

lo que realmente es otra forma de decir que existe una biyeccién 3 : N, —
L) = @y p < n}‘. - -
tal que (i) ==; (1 i < - - .
* Parz acabar, un aviso: muchos conjuntos no tienen un cardnfial
¥ . . )
de acuerdo con la definicién anterior. El conjunto N es. un ejemplo.
Volveremos a esta cuestion en el apartado 2.5.

Ejercicios 2.3

1 En cada uno &e los casos sigulentes, hallar el valor apropiado de n y
escribir una fdrmula que d€ una biyeccidn [ : N, — X.

(i) X ={2,4,6,8,10}.
(i) X = {~3,—8,—13,—18, —23, —28}.
(i) X = {10,17,26, 37,50, 65,82, 101}. |
(iv) X = {k € N|el k-ésimo dia de este mes es lunes}

2 Discutir las dificultades que pueden surgir al usar el método de
numeracicn en los siguientes conjuntos.

(1) Tl conjurto de las ovejas en un campo.
(i) El conjunto de los antepasados de uno.
(iii) Fl conjunto de los entercs positives pares.

3 Demostrar que si | X| = n y existe una biyeccién de X en Y, entonces

Y| = n.
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2.4 El principio de las cajas

Fl teorem

de cardmalidad, puede usarse también on sitiaciones mds pr
Supongamos que tenemos un conjunto X,
referiremos come “ob jetos”, y un conjunt
Una distribucidn de los objetos en las caj
de X en Y si el objeto x va a. p
ejemplo, la distribucién de }
muestra en la derecha.

oY cuyos elementos son “cajas”.
as es simplemente una funcién 7
arar a la caja y, entonces flz) = y. Por

}_

X —t Y

Fig. 2.9 Una cﬁstribucién ¥ su correspondiente funcidn,

En este modelo, ta funcién es exhaustiva si cada caja recibe al menos
un objeto, e inyectiva si ningiina caja recibe mds de un objeto. Ahora

bien, estd claro que St hay mds ob jetos que cajas, entonces alguna caja

debe recibir al menos dos objetos; en otras p
ser inyectiva. Formalmente, esto es una consecuencia del teorems 2.3. En
efecto, supongamos que Xl =melV] = n, CON ™ > n; entonces una
inyeccion de X en ¥ nos darfa una inveccidn de N en N

ny 10 que, segiin
el teorema, es imposible. Esta observacién se concce cominmente como el
principio de las cajas:

alabras, la funcién no puede

si se distribuyen m objetos en n cajas ¥m>mn, entonces al menos
una de las cajos recibe como miimo dos objetos,

-

Fixisten muchag aplicaciones obvias del principio de lag cajas, como lag

siguienties:

& 2.3 que hemos demostrado para justificar nuestra definicién

acticas.
& cuyos elementos nos

a figura 2.9 corresponde a la funcién que se
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(i) En un conjunto de 13 o mds personas, al - menos dos de ellas han
i
ido ¢ ismo mes. |

acido en el m ) '
v {il) En un conjunto de 51 o mas personas nacidas en los Estados Unidos,
a1 menos dos han nacido en el mismo estado. . B}
( {iii) En un conjunto de un millén de personas, al menos dos tienen
mismo mimero de cabellos.

También hay aplicaciones mds 511t11¢s.

Ejemplo. Demostrar que st X es un conjunto de personas, existen dos
i . ‘ ‘ per s
lementos de X que tienen e! mismo ndmero de amigos en X. (Se supo

e / .

que si = es amigo de =, entonces «’ lo es de .}

Sorvcion: Consideremos la funcidn f definida en X mediante la regla
f{w) == nilmero de amigos de = en X,

para cada x de X. 81 |X| = m, los posibles valores (%e flz) szn
0,1,...,m — 1, ya que los amigos de x puede.ﬂ' ser cualquier elerr-lento
e X salvo el propio z. Tenemos, pues, una funcién f de X en el conjunto
- o - 1 ' . « .
Y ;1;{32;303 a’ZZte pimt_o, no podemos aplic‘ar dipectamgq.te el EHDCIPIC;
de las cajas, ya que Y tiene el mismo cardinal que X. Sin em argo., SS
hay una persona z* que tiene m — 1 amigos, entonces tod(?s soniamnmgio1
de z* v no hay nadie sin amigos. En ofras palabras, los numer'clm ”rga i
v 0 no pueden ser ambos valores de f, de donde f es una funcimn' e. Lio
conjunto de tamaiio m en uno de tamafio m — 1 (o menos_), ye .prlmmp X
de las cajas nos dice que existen al menos dos persogas i ¥ %2 tales quD
Flzy) = f(z,), tal como querfamos demostrar. o

Ejercicios 2.4 .

1 Un hombre ciego tiene un montdn de 10 calcetines grises y 10 calcetines
marrones en un cajon. ;Cudntos ha de COger para asegurarse de que ent;e
ellos hay un par que hace juego? ;Cuantos ha de coger para asegurarse de
que hay un par gris? ‘

2 Se toman cinco puntos en el interior  de un tridngulo equildtero
3 una
de lado 1. Demostrar que al menos un par de puntos estdn a
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distancia menor que 1/2. [In

dicacidn: dividir el trigngulo en cuatro partes
convenientes.|

3 Demostrar que.en un co

njunto de 12 enteireé hay dos cuya diferencia
es divisible por 11, 5

4 Sea |X| un subconjunte de {1,2, ..
mimeros impares {1,3,..
mediante la regla

52n}, vy sea Vgl conjunto de
©2n 1}, Se define una, funcion f: x 5 v

» entonces f no es ung Inyeccién, y deducir
distintos z; y 24 tales que &y |zs.

5 Demostrar Gue es posible hallar un subconjunto X de {1,2, ..

-,2n} con
n elementos, tal que ningun elernento de

X divide s ningiin otro elemento.

2.5  ;Finito o infinito?

Hemos tenido cuidado en evitar las palabras

“finito” e “infinito” hasta el
momento, pero ahora estamos en condiciones

de dar una definicién formal,

Definicién. Uy conjunto X es finito si es vacio o si | X
entero positive n, Un conjunto que no eg finito se dice qu

Segiin’ ia definicién, X _és mfinito si no es vaclo vy
biyeccién de Nypen X conn entero positivo. Por supue
mis evidente n conjunto infinito es ol propio N, y &

convencernos de gque N es efectivamente infinito de acu
definicidn, '

= n para algiin
e es infinito.

0 existe ninguna
sto, el candidato
lpezaremos por
£1ao con nuestra,

Supongamaos que no sabemos si N es finito o infinito. Ciertamente no
€8 vacio, ya que contiene el 1. 81 N fuera finito, segtn 1a definicion existirfa,
una. correspondencia biyectiva con un conjunto de Ja formg {1,2,... Tk,
¥ podriamos enumerar sys elementos como 11, 4g,.

Ahorg bien, 1 + 45 4 ... + g
estrictamente mayor que cualquie

+ 1 es un elemento de N (axioma 11)
T entero 4, de nuestrs, lista. (Ejercicio:
izando los axiomas 12,18 € I11.) Nuestra,

b
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plo. El conjunto F de los ntmeros primés es infinito.
Ejem .

SN: Puesto que 2 es primo, F no es vgcz’o. Suponga‘mos. que‘ P
SOLU'CEON. forma que los primos, al estar en correspondencia biyectiva
e d? Otrom{qu ...,n}, pueden dar}é\e como una lista pl,p%, ey P
S ;O;;;ltstrariq;e 18’. lista no puede contener a todos los primos.
Varéiigideremos el enterc positivo

M= P2 Pn -+ 1.

inguno de los primos pi,pe,...,pn divide a m; por otra parte, sab_emos
) : i qni me 08,
ngi apartado 1.8 que m factoriza de forma {inica en ndmeros pmmd
i " - - V e
ilg}oiiae factorizacién debe contener primos distintos de py,pa,...,Pn,
g .

J
donde 1a lista es incompleta.

i ) infinito
Mucha gente tiéne la vaga idea de que, dado 1.11"1 conﬁ%nto mi&n Sir;
odemos proseguir la técnica de contar enumerando indefinidamente o
i an
Eegar mmcea, al final. B sigujente teorema expresa esta idea de_ 1una m |

mds precisa.

P P e,
i i finito si, y sélo si, existe u
unto X no vacio es in .
Teorema 2.5. Un conj |
inyeccion de N en X,

DEMOSTRACION: Si X es infinito, podemos d(?ﬁnir una, funcj:sn jaldz g
en X recursivamente de la manera siguiente. Tom(?se COH.mkf (1} z_ﬂalqmer
elemento de X; habiendo definido f(1),..., f{%), ‘tt?mels_e F{ —: no_,ha;l ner
elemenio de X diferente de f_(l),f. . f(k).fvsaijo z;g;;icsa ;udéﬁmdéﬁ o
valores de f iguales, con lo que f es myelc iva. : , g bhjbles
slempre es posible, puesto que si no hubiese vai’ores i p ol
:;S:;fl(;g + 1)? deberia ser X = {f_(l}, oy FB)} yXf Sezl];:llirtli biyeccidn
de N, en X, contrariamente a la hlpotejsls de que es' }1_ . N s
Reciprocamente, supongammos que ex'sste 1‘31[13, 111).reccmn X sl
X fuera finito, deberiamos tener una biveccidn ‘,(3’ : N—ﬂ — X p g
enterc positivon, ¥ por o tanto una_cadena de inyecciones

.N.,-H,]_i’N‘LX - N'n,s

i6 i : icion de estas
donde 4 es la funcion de inclusién. Ahora bien, la compomlci)n e
i6 ; icidn al teorema 2.
inyecciones es una inyeccion de N, ;1 en Ny, en oposicidn -
(una vez més). Por o tanto, X ha de ser infinito.
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Segin el teorema 2.5, dado un conjunto infinito X » slempre podemos
intentar “contarlo” construyendo nna myeccién f de N en X. Pueden
producirse dog resuttados. En algunos CAS08, seremos capaces de construir
f de forma que cualquier elemento de X reciba eventualmente un niimero,
De ser asi, Fes exhaustiva ademds de inyectiva, (y, en consecuencia,
biyectiva,), ¥ en este caso decimog que X es numerable. Po
puede ser imposible construir una biveccidn entre IN
decimos que X es no numerahle.

Repitamos brevemente iag distinciones entre 1
infinito, numerahle ¥ no numerable. Si exigte un fecuento que termina,
el conjunto es finito o, en otras palabras, puede ser contado, Si existe un
recuento que no terming, Pero que puede aleangar eventualmente cualquier
elemento, g conjunto es infinito ¥ nu
matemdtica discreta trata de los conjuntos fnitog o munerables, mientras

que el célculo y el andlisis tratan con conjuntos no numerables como e]
conjunto R de los nimeros Teales.

Acabaremos este capitulo con un

r el contrario,
¥ X, ¥ en este caso

08 términos finito e

& Intuicién es una
. Por ejemplo, aceptamos sin discusidn Ia,
afirmacién de que si A es un subconjunto de un conjunto finito B, entonces
A es finito y [Al < |B[. (De kecho, demostrarlo eg al
Puede hacerse basdndose en nuestro

Ser una mala, guia si tratamos con conjuntos infinitps, Esto eg
las definiciones Iégicamente “consistentes hallad
Nno siempre se corresponden
necesariamente finitos.

48 por los matemsticos
G0N muestra experiencis de los conjuntos,

N e o a
|
£ * o a

Fig. 2.10 |La funcién p - N — B esuna biyeceién!

Veamos un ejemplo sobre el exfrafio comportamiento de los conjuntos

2.5 iFinilo o infinite? 47
- it E={2,46,...).
junto de los eriteros positivos pares,

infinitos. Sea E el conjun _ BAG

mﬁl“t_ dente que la funcién h de N en F definida por {?L(n)l o

Eb eVI- in (figura 2.10), y que E es un subconjunto propio de. CDnjL. " .t(;

b%:!iecm_o.” un conjunto que no es todo IN. Asf pues, un COll_]u?ﬂt(; -11 Itn °

= dlemi ’ner un slubconjunto propic que estd en correspondencia biyective
prede te

con el conjunto total.

orcicios 2.5 B
Ejercicios . | - . .
1 Demostrar que cada uno de los conjuitos siguientes X es inf

e ) -
construyendo una biyeccidn de Nen X:

Hz (i) {zezlz <o} (i) {n e N|n > 109},

2 Demostrar que la funcion f : N — Z definida por

n/2 si m es par,
)= { —(n—1)/2 sl n esimpar,
jernplo del
s una biyeccidn. Utilizar este resutiado para mostrair gtri Z}:}m;rrafo
« ' ferd s al fina ;
rbami trafio” al que nos referfamos

“comportamiento ex
anterior. . _ ’

' a algiin
3 Cualquier primo salvo 2 y 3 es de la forma 6m 4+ 1 0 6m + 5 para alg

e - ‘"L
e%lt'i(} M. Utlll&al‘ C“l métOdO de EUCIIdQS para demOS(]E}L que el COI’lJ ].Ilto
d T p de 1‘]; fO].ma- 6 1 5 es Dﬁnlto. IlldlC&ClOIl. SU.St'ltqu eE 'E‘l

e 108 1IOS €l T +

de la construccidn de Euclides por —1] | )
4 Utilizar el teorema 2.5 para demos:trar que si X es un subconjunte de
Y v X es infinito, entonces Y es infinito. | N .
3  Sea X un subconjunto no vacio de 7 que no tiene minimo. Demos

e esio ( eéme e X tal que
que podemos elegir una sucesién zy, a2, . de elementos d q
Tn < Tn—1 (n & N). Deducir que X es infinito.
ke

junt ite no vacio de 7
6 De acuerdo con el ejercicio 5, un subconjunte S ng}go e
H:N D ] emos
' init ' taremos por min S.
ha de tener un minimo, al que deno : oo S
Sy T son subconjuntos finitos no vacfos de

min{§UT) < min 5,
min{SN7T) > min 5.
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Formular Dropiedades parecidas

para el miximo de « (en condiciones
adecusidas). '

2.6 Ejercicios diversos

1 ;Cudl de las siguientes funciones de 7, en Z son ex) stivas, - cudles son
inyectivas y cudles son biyectivas? :

() flz) =1+ 22, (i) g{z) = 1+ 23, (i) h(z) = 1 4 22 4 43,

2. Sea X un conj’unto con | X| = 3, ;Cudntas

biyecciones f distintas existen de X
en X7, jcudntas de ellas satistacen f = f-17

3 Demostrar que si X es un conjunto finito ylafuncicn g . ¥ 4 x es una
Inyeccidn, entonces g esuna biyeccidn.

4 Demostrar que si X es un co

njunto finito v la fimcidn g:X - Xes exhaustiva,
entonces g es bivectiva,

5 Sea X un conjunto finito y f : X — x un

a funcidn ta} que 9*{z) = z para
todo z € X. Demostrar que g es una biyveceidn.

6 "Nos referiremos a log siguientes subconjuntos de 7, como blogues:

{1,2,4},{2,3,5}, {3,4,6}, {4, 5, Th{1,5,6},{2,6,7),{1,3,7}.
Se define _

z simt Y¥ {zy,2) esun blogque,
Flay) = )
T siz=y.

LEs f una funcién? ; Es in ectiva?
& Y

7 Demostrar que si se eligen cinco

puntos cualesquiera en un chadrado de lado
2, al menos dos de ellos se encuentra;

N a una distancia no superior a /2.

8  Demostrar que st se eligen dieg puntes cuale

squiera en un tridngulo equildtero
de lado 1, al mencg dos de ellos se encuentran

a una distancia no superior g 1 /3.

9 ;Cusdntos puntos han de elegirse en un cuadrado d

e lado 2 para asegurar que
al menos dos de ellos e

stardn a una distancia no superior a Va/n?

10 Demostray que en un conjunto de 172 enteros existe

diferencia es divisible por 171. iBs cierto el resultada sic
por. “suma®? '

al menos un par cuya
ambiamoes “diferencia”

P
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ar C itivos gitos (en la
] teros positives cuyos digi

Dem ue el conjunto de los en S D yos digl )

— tosﬁcrin Gfdinaria en base 10) son todos distintos es finito. jCudntos hay?

representac

7 idi i o) tien:
+ T ] T € i 141 1 cl 1 pui e ene

) n UTLLO et'f.culﬂ CIi l €s8pacio tridimensio .ES 1] t- (¢] A
QOr{er E\da,s enteras. Demostrar que dados 9 pu tos ret 1cula €8, existe 8.-1 ;I}Cn()s

: de EHOS t&l que el punto medio del Segmento gue .OS urne es tam

ur pa.r tamn I) € )

punto reticuiar.

iugador de golf tiene d dias para preparar un tor.neo ¥ debe‘prapi;;::;
IR n recorride al dia. Para evitar el cansancio, no debe jugar
fugando &) %em;iliotal. Demostrar quesirestal que 1l <v < 2d—m—1, ento-léces
a° ﬂ‘: rec{:;u;iidn de dias consecutivos en los gue juega exactamente r recorridos.
existe un

isting i(l<i<r
Sea Z1, T2 Z, una sucesidn de entercs distintos. Para cada ¢ (1 < = n)
Tak ud id i 1 o T4 ;
e la iéngil;ud de la mayor subsucesidn creciente gue empieza p I; 3Irn Ost[.a:.
‘ A Tes i pi z;. De
?eai s itud de la mayor subsucesidn decreciente que empieza por z;
. Oﬂgfun ; inyectiva
id i ar (mg;,n;) es iny .
: cidn que asigna a i el p iva .
e lad i qu;i una sucesidn de ma + 1 enteros distintos ha. de Cogtelne una
i : bi id] i e longitu
bDe sign creciente de longitud m, o bien una subsucesidn decreciente g
subsuce 7

. . - R . . )
7 § to o
15 Demostrar que un subconjunto de un conjunto numerable es fini
numerable. !
16 Demostrar que la unicn de dos conjuntos numerables es numerable.
id junt bles
17 Demostrar que la unidn de una coleccidn numerable de conjuntos numerable
es numerable, | |
j untos
18 Sea X un conjunto cualquiera y sea Y el conjunto de to;i/os los subconj
de X. Demostrar que no existe ninguna biyeccicn entre X e Y. .
| i : unto no
19 Demostrar que el conjunto de todos los subconjuntos de IN es un conjun
numerable.

i i S Aes
20 Demostrar que si A es un subeonjunto de un conjunto ﬁmto.B , cn’ﬂ(.)n.ces €
finito y [A4] < |B|.




3 Principios enumerativos

3.1 El principio de la adicién

Uno de los temas principales de este bro es ef desarrollo de técnicas
efectivas para coutar un conjunto finito X. Cuando X aparece en un pro-
blerna complejo, bueden ser necesarios métodos de enumeracién bastante
alejados de la técnica de sefialar ¥ numerar utilizada para construir uma
biyeccidn entre N,y X. En este capitule empesaremos a, desarrollar taleg
métodos. -

Nuestra primera regla es tan sencilla que ha sido utilizada en 1a practica
desdé el comienzo de la civilizacién., Sélo en tiempos recientes, v en ef
contexto de un desarrcllo matemdtico estricto del tema, ha recibido un
fratamiento formal.

- Teorema 8.1, 5i A ¥ B son conjuntes finitos no vacios disjuntaos {es decir,

ANB=0), entonces . . .
AU B| = 4] + 1B

,DEMOSTRACI_O’N: Dado que A vy B son finitos ¥ nho vacios, podemos

escribirlos en forma de lista de la manera estandar:
A:_{al,ag,.’..,'a,«}, B ={b1,by,... 0}
Puesto que Ay B son disjuntos, A U B puede listarse de forma similar:

AUB = {cl,c;;,...,c,.,cr+1,...,cr+3},

donde _
C; = ag (1§i5?‘) Y Cys=1 (1SiS3}.

1
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Asi pues, [AU B| = |A| + | B} como se afirmaba.

Estd claro que la regla sigue siendo vélida si Ao B (0 ambos) son vacios.
Atn més, la regla puede extenderse a la unidn de un ntmero cualquiera
Aln , . -
de conjuntos disjuntos A, Ag, ..., 4, de forma evidente:

[ArUAsU--- U AL = A+ 4a] + -+ 4L

La demostracién es un sencillo ejercicio utilizando el principio de induccién
jercicio 3.1.3). o .
(ejfé(z;lgiriple )aplicacién de esta regla proporciona vna forma li%erame;Ze
méas general del principio de las cajas q%le el dadlo e."(l el apartado 24,
Supongamos ¢ue un cierto nimero de objetos se d{lstnbuyen _en.nPcraJat,:&.,
v que A; denota el conjunto de los ohjetos que estin en la_c&Ja Z. ;;es 0
que los conjuntes A; son digjuntos, el mimer(? sotal de_objetos es [ 1} —|—
[Azl -+ ]Ag|; ¥ si ninguna caja contiene mds de r 0b3eto§, eg‘te nimero

es como maximo
r+r+--fr=nr

Pando la vuelta al argumento, hemos generalizado el priacipio de las cajas:

si se distribuyen m ohjeios en n cajas y m > nr,
entonces al menos una caja contiene como minimo r + 1 objétos.

FEjemplo. Demostrar que en un conjunto de seis personas hay tres. que se
conocen mutuamente o tres mutuamente extraias.

SoLucIGN: Sea o una de las personas y distribuyamos las otras cinco en
dos “cajas”, la caja 1 con la gente que conoce a « v la caja 2 con las que
’ - a N
le son extrafias. Como 5 > 2 x 2, una de las cajas contiene al menos tres
personas. ' _ ‘
Supongamos gue la caja 1 contiene a 4, v y § (y posiblemente mss
gente}. 5i algin par de entre {§,7, 8} se conocen, digamos 5 v v, (.ant.onc’es
{e, 8,7} es un conjunto de conocidos mutuos. Por otra parte, si ningin
b 1 ) i ) ‘
par de {3, 6} se conocen entre si, el conjunto {4,, §} est4 formado por
extranos mutuos. .
] T
Sies la caja 2 la que contiene tres o mas personas, un argumento‘s’umla
intercambiando conocidos y extranos nos lleva a la misma conclusién. .
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Ejercicios 3.1

1 Las reglas del campeonato de baloncesto de la Universidad de Folornia
requieren que los miembros de cada equipo hayan nacido el mismo mes.
i Cuéntos estudiantes de matemdticas son necesarios para garantizar que
pueden formar un equipo?

2 ;Qué falla en el siguiente argumento? Puesto que la mitad de los
nimeros entre 1 y 60 son multiplos de 2, 30 de ellos no pueden ser primos;
puesto que una tércera parte son miiltiplos de 3, 20 de elios ne pueden ser
primos. Por lo tanto, hay como méximo 10 primos.

3 Bscribir una demostracién {por induccién sobre n) del hecho de que si

Ay, A, ..., Ay son conjuntos disjuntos, entonces

|AV U Az U U Agl = JAs| + LAg] + - + | An].

4 Demostrar que en un conjunto de 10 personas hay cuatro que se
conocen mutuamente o tres mutuamente extrafias.

3.2 Contar conjuntos de pares

A menudo hemos de contar cosas que admiten una descripeién més
natural como pares de objetos que como objetos individuales. Supongamos,
por ejemplo, que el Departamento de Matemsticas de la Universidad de
Folornia ha de calcular su carga docente para este curso. Para ello el
profesor McBrain construye una tabla como ia tabla 3.2.1.

Tabla 3.2.1

Célculo Mat, Discreta e Algebra
Angué ’ Vv _ Y
Benjamin ‘ ’ Y v
Clare + v
Zoot, v v v

' Con ¢l primer método se cuentan las marcas en la fila = y se obtiene el
NM dela fila v, (S) para cada z de X. El total general se obtiene sumando

lds.totales por filas, es decir
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Cada fila de la tabla corresponde a un estudiante, cada columna a una
agignatura, ¥ si el estudiante = hace la asignatura ¥, se marca la posicién
correspondiente {x,y) de la tabla. El nimero total de marcas es la carga
docente del departamento. En otras palabras, el problema es contar el
conjunto S de pares (z,y) tales que el estudiante z hace la asignatura
y. En general; dados dos conjuntos X e Y podemos definir el conjunto
producto X x ¥ como el conjunto de todos tos pares ordenados (z,y}; el
problema general es confar subconjuntos .5 de X xY.

A partir de la tabla del profesor McBrain, estd claro que hay dos formas
de hacer €l célculo. Podemos contar el nimerc de asignaturas que hace
cada estudiante v sumar las cantidades, o podemos contar el ndmero
de estudiantes que hacen cada asignatura y sumar estas cantidades.
Naturalmente, esperamos obtener el mismo resultado en cada caso.

Podemos precisar egtas ideas de la manera siguiente: supongamos que se
especifica un subconjunto S de X x Y (donde X e Y son conjuntos finitos)
mediante marcas en la forma usada por McBrain, tal como muestra la
tabla 3.2.2.

Tabla 3.2.2
1 ces Total fila
v v v
v v
z v v v {5}
v v v
v v
Total _
columna Lo . : Cy(S) s lSI

' ISE = Z Tm(S)

z€X
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En el segundo método, se crentan las marcas de la celimna y para hallar
el total ¢, () para cada y de V. El total general se obtiene sumando los
totales por columnas:

151=3 " ey(S).

yey

Bl hecho de que tenemos dos expresiones distintas de IS] se utiliza a

menudo en la prctica para comprobar los caleuios. Bl mismo hecho puede

ser muy util en la teorfa, ya que a véces pueden obtenerse resultados
inesperados ignalando las dos expresiones. Pero antes de pasar a las

aplicaciones, formmlaremos el principio y algunas de sus consecuencias mas
inmediatas. - '

Teorema 3.2, Sean X e Y conjuntos finitos no vacios, y sea S un sub-
conjunto de X x Y. Entonces se cumplen los siguientes resultados:

(i) El cardinal de § viene dado por.

151 =" ra(S) = 3 ey(S),

TEeX yey

donde 7.(S) y ¢,(S) son los totales por filas y columnas descritos
anteriormente.

(i) Si r,(S) es una constante r, independiente de z, ¥ () es una
constante ¢, independiente de y, entonces. :

.,

X[ =Y.

(iii) (EI principio de la multiplicacién ) El cardinal de X x Y es igual a

X x V] = |X| x Y] .

DEMosTRACION: (i) Fl conjunto de “marcas en la fila 2" puede definirse
formalmente como el conjunto de los pares de S cuyo primer componente
es z, de forma que 7,(S) es el cardinal de este conjunto. Dado que los
conjuntos son disjuntos, el principio de adicién implica que iS| es igual a
ta suma de los niimeros 7, (9). El resultado para las columnas se demuestra
de la misma manera.
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&
(i) Si 72(5) = 7 para todo z € S, entonces hay |X| términos en la

primera expresion de |5], todos ellos ignales a r. Por lo tanto,

18] = 1X].

Andlogarente, |S| = c{Y| y el resultado estd demostrado.

(it} En el caso especial en que § = X x Y, el total de cada fila es
r4(8) = |¥]| para cada = de X. Segiin el apartado (ii), se tiene que |X x
Y]=|X]|x]Y]. 4

Ejemplo. El pfofesdr McBrain ha decretado que, por necesidades admi-

nistrativas, cada estudiante ha de hacer exactamente cuatro asignaturas
de entre siete posibles. Los profesores informan que el nimero de asistentes
a las asignaturas es 52, 30, 30, 20, 25, 12, 18. ; Qué puede deducirse? ‘

SoLuciON: Sea n el ndmero total de estudiantes. Puesto que cada
estudiante ha de asistir a cuatro asignaturas, la carga docente total

calculada “por filas” es 4n. Por otra parte, los totales “por colunmas”,.

segln los profesores, nos dan
dn =52 +30+304+204 25+ 12+ 18 = 187.

Pero esto es imposible, ya que 187 no es divisible por 4. Hemoés de rechazar
la idea de que los profesores se han equivocado al contar, asi que la Yiniea
conclusién posible es que algunos estudiantes faltan a clase, Io cual, jay!,

no es ninguna novedad.

Ejercicios' 3.2
1 En la clase de- Andlisis de la/doctora Cynthia Angst, 32 de los

estudiantes son chicos. Clada chico’/conoce a cinco de las chicas de la clase,
y cada chica conoce & ocho de lds chicos. ; Cudntas chicas hay en la clase?

2 -Supongamos que fenemios un cierto niimero de subconjuntos de Ny
con la propiedad de que cada uno de elios contiene cuatro elementos ¥
de que cada elemento de Ny pertenece a tres subconjuntos exactamente.
i Cuéntos subconjuntos hay? Escribir una coleccidn de subconjuntos que
satisfaga las condiciones.
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3 Es posible hallar una coleccién de- subconjuntos de Ng tal que cada
uno de ellos tenga tres elementos y cada elemento de N 3 pertenezca a
cinco de los subconjuntos exactamente?

4 51 X3, Xs,..., X, son conjuntos, se define el conjunto producto -
X1 x X9 x oo x X, como el conjunto de todas las n-plas ordenadas
(z1,22,...,2,) con z; € X; (1 < i < n). Utilizar el principio de induceién

para demostrar que

X1 x X %o X[ = X X X % - % LX)

5 Considérese un lenguaje muy sencillo que utiliza las 26 letras habituales
pero en el que todas las palabras tienen cuatro letras. Se admite cualguier
combinacién de las letras, incluyendo repeticiones. ;Cudntas palabras hay?
i Cuédntas de ellas no contienen la letra b7

3.3 La funcién de Euler

En este apartado demostraremos un teorema titil e importante utilizando
Unicamente los principios enumerativos mas bésicos.

El teorema tiene que ver con las propiedades de divisibilidad de
los enteros. Recordemos que dos enteros z e Y son primos enlre 57 si
med(ax,y) = 1. Para cada n > 1, sea ¢(n) el nimero de enteros z del
intervalo 1 < z < n tales que z y'n son primos entre si. Podemos calcular
los primeros valores de ¢{n) construyendo una tabla (tabla 3.3.1).

La funcién ¢(n) se. conoce como funcién de Euler, en recuerdo de
Leonhard Eulér (1707-1783). Si p es primo, todos los enteros 1,2,...,p~1
s0n primos con p, de forma que '

#p) =p—1 sipes primo.
En el apartado 4.4 obtendremos una, formuIa general para ¢(n).

Nuestro préximo objetivo es demostrar un resuitado relativo a la suma
de los valores ¢(d) para los divisores d de un entero positivo dado n. Por
ejemplo, sl n = 12 los divisores de d son 1,2,3,4,6y12,y obtenemos

' B+ (2) + $(3) + $(4) + (6) + $(12) =
L+142+24244=
12. '
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Demostraremos que la suma es siempre igual al entero n.

Tabla 3.3.1

=
3
S

Primo con n

g b

1
1

1,2

1,3
1,2,3,4
1,5
1,2,3,4,5,6
1,3,5,7

0 =1 ch O LoD
= I A I S

Teorema 3.3. Para cualquier entero positivo n,

> ¢(d) =n.

dln

DEMOSTRACION: Sea § el conjunto de pares de enteros (d, f) ‘q.ué cumplen

djr, 1<f<d " med(f,d)=1.

La tabla 3.3.2 ilustra el conjunto S en el caso = 12; la “marca” que
indica que (d, f) pertenece a § es un nimero cuyo significado explicaremos
dentre de un momento. En general, el nimero dé “marcas” en la fila d es
precisamente el nimero de enteros f entre 1 y/d tales que med(d, f} =1,

es decir, ¢(d). Si contamos § por filas obten

.|_S_! :%?

Para demostrar que |8} = n, construiremos una blyeCCIO]l Jé] entre Sy
Ny,. Dado un par (d, f) de § deﬁmmos

A, ) = fr/d.

En la tabla, 5(d, f} es la “marca” de la fila d y columna f. ]_?ugstp que
din, se trata de un ndmero entero, v puesto que 1 < f < d, éstd en N,

3.
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Tabla 3.3.2
f.
d 1 .2 3 4 5 6.7 8 9 10 11 12 ¢
112 1
2 6 1
3 4 8 2
i3 9 2
5 2 10 2
12 1 5 7 11 4

Para demostrar que 3 es inyectiva, notemos que
Bld, fl.=8d, ') = fnfd= f'njd = fd = f'd.

Pero f y dson primos entre si, al igual que f' y d’ y, como en el ejemplo
del apartado 1.7, concluimos que d = d' y f = bl

" Para demostrar que 3 es exhaustiva, tomemos un x de N,,. Sea g, el
mcd de @ y n, y sean

dy = n/gs, fmzm/gz-

Puesto que g, es un divisor de = y de n, resulta que d, y f, son enteros,
y puesto que es el med, dy ¥ f son primos entre si. Ahora bien,

Alde, fz) = fanfdy = z,
de forma que 3 es exhaustiva. Por o tanto, 4 es biyectiva v |5| = n como

queriamos demostrar. O

Ejercicios 3.3
L Hallar los valores de ¢(19), ¢(20) y ¢(21).

2 Demostrar que si z y n son primos entre s, también loson n—z y n.
Deducir que ¢{n) es par sin > 3. ' o
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{
3 Demostrar que si p es primo y m un entero positivo, un entero z en el
intervalo 1 < < p™ no es primo con p™ si, y sélo si, es un multiplo de

p. Deducir que ¢(p™} = p™ — pml,

4 Hallar un contraejemplo a la conjetura segiin la cual ¢(a)p(bh) = ¢(ab)
para cualesquiera enteros positivos a y b. Intenter modificar la conjetura
de forma que no pueda ser contradicha.

3.4 TFunciones, palabras y selecciones S

Consideraremos funciones (no necesariamente biyectivas) definidas en un
conjunto de enteros positivos Ny, y con valores en un cierto conjunto V.
Los valores de una funcidn de este tipo determinan una m-pla

(FUL 7)., F(m))

™ o5 de Ed
Y definida

{m factores), al que denctaremos por Y™. Cada elemento de
forma (1,42, .., Um) ¥ corresponde a una funcién f de N,
por las ecuaciones ‘

f(l):yla f(2)2y2= 1f(m):ym‘

Estas reflexionss nos llevan a la conclusién de que una fincién de N, en
Y es légicamente lo mismo que un elemento del eonjurto producto Y™,

Hay otra manera de ver esta relacidn, muy dtil en la préctica. Si
pensamos en los elementos de ¥ como letras de un alfabeto, la sucesidn
£(1), £(2),..., f(m) puede verse como las m letras de una palabra. Por
ejemplo, si V" es el alfabeto {a,b,c,d}, las palabras cab y dad correspon-
den a las funciones f y g definidas por

fy=g¢, f(2) =a, Ff(3) =8,
gll)=d, g2 =a, g(3)=4d.
La funcién f, el triplete (¢, a, 1) y la palabra cab son formalmente idénticas,

de forma que definimos una palabra de longitud m en el alfabeto V'
como una funcion de N, en Y. :
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Antes de desarrollar esta idea, demostraremos el resultado més general
sobre céme contar conjuntos de funciones.

Teorema 3.4. Sean X e Y conjuntos finitos no vacios ysea Fel conjuﬂto

de las fanciones de X en Y. 8i [ X| =m y Y] =mn, entonces
| AR =
DEMOSTRAGION: Sea X = {Ty, 20, .,mm} Cada, elemento f de F'es una

funcién de X en Yy estd determinada univocamente por la m—pla de sus
valores (f(z1), f (9:2) ey f (#m)). Esta m-pla pertenece a Y™, de forma
gque g

[F = Y™ =n™ 0

De forma equivalente, podemos decir que el ndmero de palabras de
longitud m de un alfabeto ¥ de n simbolos es n™. Por gjemplo, hay 26%
palabras de tres letras en el alfabeto latino {supomendo desde luego, que
10 hay ninguna restriccién en el léxico).

Hay otra forma importante de mterpretar una funcién de N, en ¥ o,
equivalentemente, una palabra de longitud m en el alfabeto V. Pensemos
en el trabajo de un impresor en la época de la composicién mannal. Para
componer la palabra cab, primero selecciona una ¢ de su caja correspon-
diente, -después una-a y finalmente una b. Suponemos que tiene tantas

-letras como hagan falta, de forma Gue para compener dad, por ejemplo,

selecciona una d, una ¢ y-después otra d. Cada palabra representa una
seleccidn ordenada de letras del alfabeto Y == {a,b,...,2}, y se permiten.
tantas repeticiones como se quiera. -

En general, podemos decir que una funcién de N, en ¥ es un modelo
matematico de una seleccidn ordenads con repeticiones de m objetos del
conjunto V. Por el teorema. 3.4, el nimero de selecciones es n™, donde
Y| = n. (En los apartados siguientes veremos cbro tratar con seIeccmnes
ordenadas o no, con o sin repeticiones.) .

. Bsta regla sencilla péra contar funciones (o palabra,s 0 seleccmnes
ordenadas con repeticidn) puede aplicarse para dbtener resultados ba,stante
generales ta.l como muestra el SJguzente eJempIo

Ejemplo S1 X és un conjunto con n elementos demostrar que el nitmero
total de subconjuntos de X es 27
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SOLUCION: Sea X = {&1,22,...,2,} ¥ sea Y el alfabeto {0,1}. Un sub-
conjunto de X corresponde a una palabra de longitud n en Y, definida

ﬂ@e{?_ﬁﬁﬁg’

sixz; €5,

Por

Por ejemplo, sin =7y S = {2,7a, 5}, la palabra es 0101100. Podernos
pensar convenientemente en el (I como una representacién de falso y en
el 1 comao cierto; la palabra se construye mirando todos los elementos
de X y anotando cierto si es de S y falso si no lo es. En consecuencia,
el ndmero de subconjuntos distintos de X es el mismo que el nimero de
palabras de longitud = en el alfabeto {0, 1}, es decir, 2". |

' Ejercicios 3.4

1 ;Cudntas banderas nacionales pueden construirse con tres bé) ras
verticales iguales y los colores rojo, blanco, azul y verde? {Se supone fue
los colores pueden repetirse y que uno de los lados verticales de la banddra
se distingue como el “lado del asta”.)

2 Escribir todos los subconjuntos de {a,b,c} y usar la corresponden ia
dada en el ejemplo para comprobar que la lista es completa. |

3 Una llave se fabrica haciendo incisiones de profundldad variable
en ciertas posiciones de una llave virgen. Si hay ocho profun
posibles, jcudntas posiciones se necesitan para fabricar un miilén de liaves
diferentes? {Indicacién: para facilitar el cdleulo, utilicese el hecho de que
240 es ligeramente mayor que 107

4 Demostrar que el conjunto de los subconjuntos de un conjunto de 8
elementos posee més de 107% subconjuntos.

3.5 Imnyecciones como selecciones ordenadas sin repeticion

Con frecuencia hay que hacer selecciones ordenadas sin repeticién. Aunque
un impresor debe tener una cantidad ilimitada de letras disponible, puede
ocurrir que sélo haya un objeto de cada clase. Por ejemplo, si estamos

dades
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seleccionandoe un equipo de béisbol segiin €l orden de bateo, ningtin jugador
puede ser seleccionado mds de una vez. .

El lenguaje de las funciones proporciona directainente un modelo para
esta situacion. Hemos visto que una seleccién ordenada de m cosas de
un conjunto Y corresponde a una funcién f de N,, en Y, donde f(1)
es el primer elemento de Y seléccionade, etc. Si permitimos repeticiones,
es posible que un objeto sea seleccionado mds de una vez, de forma que
J(r) = f(s) para r y s-de Ny, distintos. Si no permitimos esta situacion,
es decir, si f es inyectiva, tenemos un modelo de una seleccién ordenads
sin repeticidn. -

Teorema 3.5. Bl ndmerc de selecciones ordenadas sin repeticion de m
objetos de un conjunto ¥ de tamafio n es el nitmero de inyecciones de N,
enY, es decir, N,
n{n—1{n—2)---(n—=m+1). n-
DEMOSTRACTION: Cada inyeccién 4 de N,, en Y queda determinada
de forma tnica por la seleccién ordenada de los valores distintos
i(1),4(2),...,4(m). La primera seleccién (1) puede ser cualquiera de los
7 objetos de Y. Puesto que no estin permitidas repeticiones, 1a segunda
seleccidn 4(2) debe ser uno de fos n — 1 objetos restantes. Igualmente, hay
1 — 2 posibilidades para i(3), y asi sucesivamente. Cuando llegameos = Ia,
selecci6n de i(m), ya han sido seleccionados m — 1 objetos, de forma que
i(m) ha de ser uno de los n — (m — 1) restantes. Asi pues, el ntumero total
es el que se afirma en el teoréma. _ a

Por ejemplo, si tenemos 1 banguille de 16 jugadores, el nimero de
maneras de seleccionar un equipo de béisbol segin el orden de bateo es

16><15><14X13><12x11x10x9X8=4§51347200.

Ejercicios 3.5

I iDe cuintas maneras podemos seleccionar un orden de bateo de 11
jugadores con un banguillo de 147

2 iCuéntas letras de cuatro palabras pueden hacerse con un alfabeto de
&

10 simbolos si no hay restricciones de léxico salvo en que ninguna letra,

puede aparecer més deuna vez?
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5 Explicar brevemente cémo fabricar sistemiticamente una . listay con
todas las selecciones ordenadas sin repeticién de tres objetos del conjunto
{a,b,c,d,e, f}. '

4 Sea (Mm=n{n—-1)--(n—m+ 1}..7Demostradr gue
(R)m X (0 —12)s—n = (n),

para enteros positivos cualesquiera n > r > m, interpretando el resultado
en términos de selecciones ordenadas.

3.6 Permutaciones

Una permutacidén de un conjunto finito no vacio X es una biyeccidn de
X en sf mismo. (A menudo tomaremos X igual a N, = {1,2,. .,n}.} Por
ejeraplo, una permutacién de N5 puede ser la funcidn o deﬁmda por las
ecuaciones

al)=2,  a@)=4 a@®=5 a1 of5)-3

Una biyeccidn de un conjunto en sf mismo es necesariamente una, inyeccidn
¥, reciprocamente, si el conjunto es finito, una Inyeccidn es una biyeccidén
(ejercicio 2.6.3). Asf pues, el niimero de permutaciones de un n-conjunto
es el mismo que el nimero de inyecciones de N,, en sf mismo v, por el
teorema 3.5, este nimero es

nxn—1)x . x1=mnl

Denotaremos el conjunto de todas las permutaciones de N, por S,. Por
ejemplo, S5 contiene las siguientes 3! = 6 permutaciones:

123 123 123
L Ll L
123 132 213
123 123 123
Ll i Al
231 312 321
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En la prictica, los elementos de S, suelen tener una interpretacién
concreta. Podemmos interpretarios, como’ hicimos en el apartado previo,
como “selecciones ordenadas sin repeticién” donde, en este caso,

seleccionamos los elementos de {1,2,...,n} en un cierto orden hasta gue
no quede ninguno. Una, interpretacién parecids es que una permutacién
efectio una reordenacidn de {1,2,...,n}; por ejemplo, la permutacién «

dada anteriormente efectida la reordenacién de 12345 en 24513, es decir:

O ¢ R

4
{
1

s e bSO
T — W

1
!
2

Fn ciertas circunstancias es conveniente mirar una permutacién y la corres-
pondiente reordenacién como una misma'cosa, pero esto puede producir
dificultades al considerar reordenaciones sucesivas. En cualquier caso, es
recomendable recordar que

© una permutacidn es un tipo de funcidn.
Queda claro ¢cémo combinar permutaciones cuando las tratamos como

funciones. Sea « la permutatién de Ny anterior y 4 la permutacién dada
por - - -

La funcién comp.uesta“,ﬁa es la permutacion definida por fa(i) = B(a(i})
(1 <4 <5), es decir,
fa(l)=5,  foa(2)=4,  Ba@)=2  falt)=3, Fo(s)=1.

(Recuérdese que, como siempre, S significa “primero o, después 57.) En
términos de reordenaciones tenemos

1 2 3 4 5
a L 111
2 4 5 1 3
T
5 4- 2 31

3.6 Permutociones 65

La composicidn de permutaciones posee cuatro propiedades de la
méxima importancia, que apsarecen en el siguiente teorema. En la parte
11T del libro volveremos a estas propiedades en un contexto més general.

Teorema 3:6. En el conjunto S, de todas las permutaciones de
{1,2,... ,n} se cumplen las siguientes propiedades.,

(i) Siw y o son de S,, también lo es wg.

(ii) Para cualesquiera m, o y 7 de Sy,

(ro)r = n(or).

(ili) La funcién identidad, denotada por id y defirida porid(r) = r para
todo r de N, es una permutacién v, para todo o de Sy, tenemos que

ido=cid = 0“

(iv) Para toda permutacién o de S, existe una permutacién inversa
ot de S, tal que

DEMOSTRACION: La afirmacién (i) se desprende inmediatamente del hecho
de que la composicién de dos biyecciones es una biyeccién (teorema 2.2.1)
v la (ii} es una propiedad estdndar de la composicién (ejercicio 2.1.4). La
afirmacién (iii) es evidente y la (iv) resulta del hecho de que toda biyeccién
tiene una inversa {teorema2.2.2). O

Es conveniente disponer de una nofacién mds compacta para las per-
mutaciones. Consideremos una vez mads la permutacién ¢ de {1,2,3,4,5}
y notemos, en particular, que

a(l)=2, a2)=4, oafd)=1

Asf pues, a envia el 1 al 2,. el 2 al 4, y el 4 de vuelta al 1. Por esta razdn
decimos que los simbolos 1, 2 y 4 forman un ciclo de longitud 2 y escribimos

o =(124)(35).
Esta es la notacidn de ciclos para . Cualquier permutacién = de S, puede
escribirse en la notacidn de ciclos de la siguiente forma:
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se empieza con un-simbolo cualquiera (pongamos el 1) v se anata
el efecto de 7 en él y en sus sucesores hasta llegar
de nuevo al 1, de forma que tenemos un ciclo;
se elige un sim’bolo'que' ro haya aparecido todavia
~ y construimos el ciclo que ernana e él;
se repite el proceso hasta que hayan apmec;do
todos los simbolos.

Por gjemplo, la notacidn en ciclos de la permutacién £ definida
anteriormente es

= (13)(25){4),

donde hacemos notar que ‘el simbolo 4 forma un ciclo en sl mismo

“degenerado”, ya que f5(4) = 4. En ciertas circunstancias, al escribir .

una permutacion en la notacién de ciclos, podemos omitir los ciclos de
longitud 1, ya que corresponden a los simbolos que no se ven afectados
por la’ permutacion. Sin émbargo, resulta titil no adoptar este convenio
hasta que uno se haya familiarizado del todo con la notacién.

Aungue la representacién de una permutacién en la notacién de ciclos es
esencialmente dnica, hay dos formas evidentes de cambiar la notacién sin
alterar la permutacién. Fn primer lugar, cada ciclo puede empezar con uno
cualquiera de sus simbolos —por ejemplo (7821 3) ¥ (13782) describen el
misio ciclo. In segundo lugar, el orden de los ciclos no tiene importancia
—por ejemplo (124}(35) es la misma permutacién que (35)(124). Lo
importante es el ndimero deciclos, su longitud y la disposicién de los
simbolos dentro de los ciclos, y éstos estdn determinados de forma tinica.
En consecuencia, }a, notacién de cmlos nos da mucha, mformacmn itil sobre
una permutacién.

Ejemplo. Se colocan doce cartas numeradas del 1 al 12 tal como se
muestra abajo a la izquierda. Se van tomando en el orden de las filas
¥ se vuelven a colocar, pero por columnas en lugar de por filas, de forma

‘e aparecen como s¢ muestra a la derecha.

1 2 3 1 3 9
4 3 6 2 6 10
7 8 g 3 7 1
10 11 12 4 8 12
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j Cudntas veces hay que repetir este proceso hasta que las cartas aparezcan
en la posicién inicial?

SoLUCION: Sea 7 la permutacién que lleva a cabo la reordenacion;- esto
es, (i) = 7 sl la carta j aparece en la posicién ocupada previamente por
la carta 1. Si utilizamos la notacidn en ciclos de =, obtenemos '

7= {1){256104}(391187)(12).

Los ciclos degenerados (1} y (12) indican que las cartas 1y 12 no cambian
nunca de sitio. Los restantes ciclos tienen longitud 5, de forma que después
de repetir el proceso 5 veces, todas las cartas volverdn a estar en su sitio
(compruébese). Otra manera de expresar el resultado es decir que #° = id,
donde 7® significa efectuar cinco veces . ' i

Ejercicios 3.6

1 Escribir la notacién de ciclos de la permutacién que lleva a cabo la
reordenacidn

123456789
A
357846129

2 Sean ¢ v 7 dos permutaciones de-{1,2,...,8} cuya representacién-en

ciclos es

L o=(123)(456)(78), 1= (1357)(26)(4)(8).

Escribir los ciclos de o7, 70, 0%, 071, 771,
3 Resolver el problema planteado en e ejemplo cuando hay 20 cartas
dispuestas en cinco filas de cuatro.

4 Demostrar que el niimero de elementos de 54 que tienen dos ciclos de
longitud 2 es exactamente tres.

5 Sea K el subconjunto de Sy que contiene la permutacién identidad id y
las}fes permutaciones a;, ag ¥ a3 descritas et el ejercicio anterior. Escribir
ia “tabla de multiplicar” de K, donde la. multlphcacmn se interpreta como
la composicidn de permutaciones.
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3.7 ‘Ejercicios divérsos

1 Una comisién de nueve personas ha de elegir un presidente, un secretario y un
tesorero. jDe cudntas maneras puede hacerlo? (Explicar con detalle qué se da por
sapuesto al formular 1a solucién.)

2 En el juego del domind, cada ficha puede representarse por el simbelo [z]y],
donde x e y son elementos del conjunto {0,1,2, 3,4, 5, 6}. Los niimeros o e y pueden
ser iguales. Explicar por qué el total de fichas es 28 en Iugar de 49,

3 ;De cudntas maneras podemos elegir un cuadrado blanco ¥ otro negro en un
tablero de ajedrez de forma que los dos cuadrados no estén en la misma fila o en
la mistna columna?

4 jDe cudntas formas podemos colocar ocho torres en un tablero de ajedrez de
forma que ningln par de ellas estén en la misma fila o en la misma columna?

5 Supongamos que en una clase hay m chicas y n chicos. ;De cudntas maneras
podemos alinearlos de forma que todas las chicas estén juntas?

6 Si tenemos nueve subconjuntos distintos de N2, cada uno con ocho elementos,
y cada elemento de N3, pertenece al mismo mimero 7 de subconjuntos, jcudnto
vale 7 ;Fs posible hallar nueve subconjuntos distintos de N1z, cada uno con siete
elementos, de forma que cada elemento de N, pertenezea al mismo ndmero de
subconjuntos? )

7 (En cudntos nimeros de teléfono de cinco cifras aparece alguna cifra més de
una vez?

8 Calcular el nimero total de permutaciones o de Ny que satisfacen o = id
o 5 id.

!
ke
-

Fig. 3.1 Decoracidn de interiores.

9 Sean gy B son permutaciones de Ny cuya representacion en ciclos es

a=(1237)(49)(58)(6) B =(135)(246)(789).
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Escribir la notacién en ciclos de af, fo, o, 2, o~ y %

i0 Se han de pintar las habitaciones de la casa que muestra la figura 3.1 de forma
que las habitaciones que estdn conectadas por una puerta tengan colores distintos,
;De cuéntas maneras puede pintarse la casa si se dispone de n colores?

11 Sea X1 = {0, 1} y para ¢ > 2 deffnase ¢l conjunto X; como el conjurito de
subconjuatos de X;_,. Hallar el menor valor de 4 para el cual {X;] > 10190,

12 Supongamos que tenemos un conjunto de “dominé generalizado” en el que los
nimeros van de 0 a n ¥ sea k un entero cualquiera entre § y n. Demostrar que el
niimero de fichas [zly] tales que = -+ y =n — k es igual al niimero para las cuales
T+ Y= + k.

13 Para cada entero i con 1 <4 < n—1 se define n; como la permutacion de N,
que Intercambia ¢ ¥ ¢-+ 1 sin afectar a los restantes elementos de IN,,. En concreto,

o= (1)(2) (i — Dii+ DE+2)--- (n).

Demostrar que cualquier permutacién de N, prede expresarse en términos de 7,
Ta; ---» Tn—1. {I88ta es la base de un antiguo pasatiempo inglés.)

14 Demostrar gue para cualesquiera enteros positivoes n ¥ m se tiene

$(n™) = n""(n).

15 Calcular ${1000) y #(1001).

16 Se dice que una permutacidn de N, es ciclica si tiene un tnico ciclo (de
longitud necesariamente igual & n). Demostrar que existen (r — 1)! permutaciones
ciclicas de N.

17 Sea uy el ndmero de palabras de longitud n en el alfabeto {0,1} con la
propiedad de que no tienen dos ceros consecutivos. Demostrar que

Uy = 2, Ug = 3, Unp = Un—1 % Up—92 (Tn‘. > 3)

18 Se divide una baraja de 52 cartas en dos partes iguales ¥ se barajan de forma
que st el orden original era 1, 2, 3, 4,.. ., el nuevo orden es 1, 27, 2, 28, ... ; Cudntas
veces hay que repetir el proceso para que las cartas vuelvan a la situacién de
partida?

19 Demostrar que en un conjunto de 20 personas existen cuatro mutuamente
conocidal o mutuamente extrafias.

20 Si syt son dos entercs mayores que 1, existe un entero minimo (s, ¢} con la
propiedad de que sin 2> 7(s, ), entonces cualquier conjunto de n personas contiene
un conjunto de 5 conocides mutuos o un conjunte de ¢ extrafios mutuos. Demostrar
que ‘ : : '

r(s,2) = s, r(2,t) =1  v(s,t) <r(s— 1,8} +r(s,t - 1),
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4.1 Nineros binomiales

Muchas cuestiones practicas de la matematica discreta tienen Ia siguiente
forma: jde cugntas maneras puede seleccionarse cierto nimero de objetos
de un conjunto dado? La respuesta a una pregunta de este tipo dependers,
de si se permiten o no repeticiones, y de si se tiene en cuenta o] orden
en la seleccién. Si importa el orden, tendremos que usar los modelos de
selecciones ordenadas que discutimos en las secciones 3.4 ¥ 3.5; pero en
caso contrario, serd apropiado utilizar otros modelos, tal como explicamos
a contimiacion.

El modelo matemético de una seleceidn, no ordenada sin repeticion es

muy simple. Si tenemos un conjunto X con n elementos y seleccionamos

r de ellos, el resultado es un subconjunto Y de X con Y| = Hay que
Insistir en que lo importante en este modelo es el resultado de Ia seleccién

{el subconjunto ¥), mds que el proceso de seleccién. Por otra parte, no -

hay posibilidad de repeticidn, ya que cada elemento de X estd en ¥ o no,
¥ ningin elemento Ruede ser seleccionado dos veces.

Nos referiremos a un conjunto X de n elementos como un n-conjunto,
¥ a un subconjunto ¥ de 7 elementos como un r-subconjunto de X. As{
bues, el nimero de selecciones no ordenadas sin repeticién de r objetos de
un conjunto X de tamafic n es simplemente el nimero de r-subconjuntos
del n—C/{njunto A. Por ejemplo, hay seis selecciones no ordenadas, sin
repetiéion, de dos objetos del conjunto {a,b,c, d}; corresponden a los
subconjuntos

{az b}, {a: C}a ’ {a;, d}, {b: ch, {b= d}: {Cz d}'

En general, el ntimero de r-subconjuntos de un n-conjunto se denota,

1
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con el simbolo
LY.
()

- . » - 3 o
A menudo se pronuncia “n sobre v”, vy nos referiremos a él comlo' n
niimero binomial. Por ejemplo, hemos comprobado que un 4-conjunto
tiene seis 2-subcenjuntos, de forma que

R

Los ejercicios siguientes debieran demostrarse utilizando dnicamente la
definicidn de los nimeros binomiales.

Ejercicios 4.1

1 Demostrar que

(n) =0 sr>n.
r .
2 Hallar los valores de
i n , (n) prara, todb n>1..
A\D "\1 '

3 Demostrar que

(n)_( " ) para 0 <r < n.
P 7T .

En general, el cdlculo de los nimeros binomisles depende del siguiente
resultadt fundamental.

Teorema 4.1.1. Sin y r son enteros positivos con 1 < r < n, entonces

B-(+C2)
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DEMOSTRACION: Sea X un n~conjunto y supongamos que T es um cierto
elemento de X. El conjunto de todos los r-subconjuntos de X puede
dividirse en dos partes. disjuntas I/ y V de la forma signiente:

U = los r-subconjuntos que contienen a x;
V' = los r-subconjuntos que no contienen a x;

Un rksubconjunt.o es de U si (y sdlo si), al quitarle z se obtiene un (r—1)-
subconjunto de! (n — 1)-conjunto X — {z}. Asf pues, -

wi=("2,).

Por otra parte, un r-subconjunto es de V' si (¥ s6lo si) es un r- subconjunto
del (n ~ 1)-conjunto X — {z}. Por lo tanto,

n—1
V= ( )
T
Fl principio de adicidén implica que el nimerc total de rsubconjuntos es
1gua§ a |U| +1V| v, ya que este nimero es (), tenemos el resultado. O
/

-

El teorema 4 11 proporcmna, un método recursivo para calcular los
ntimeros binomiales, ya que si conocemos los nimeros (", ') para 0 < k <
n— 1, podemos calcular los (’:) Estos calculos se suelen mostrar en forma
de tridngulo: N

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 3 1
1 6 15 20 15 6 1

1 7 21. . 35 35 21 .7 1.

También se conoce como tridrigulo de Pascal, en recuerdo de Blaise Pascal
(1623-1662), a pesar de gue era conocido mucho antes. Los ndmeros de la
fila. 1341 son los niimeros binomiales ( ) parar =10,1,...,n. Los resultados
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del gjercicio 4.1.2 implican que los bordes estdn enteraniente constituidos
poT unos, v-el teorema -4.1.1 nos dice que cada ntmero es la suma de
los dos niimeros que tiene inmediatamente por erncima. En consecuencia,
podemos construir la tabla fila tras fila. Por ejemplo, el cuarto ntmero de

la fila siguiente es
8 7 7
- — 21 = ¥ .
(5) =)+ (5) o s

En ocasicnes es conveniente tener una férmula exphcﬂ;a para los
niimeros bizomiales,

Teorema 4.1.2. Sin y v son enteros positivos con 1 g r < n, se tiene

(n):n(n—l)---(n—'r-i-l) 7l

r

que

Tl rin—r)l’

DEMOSTRACION: Utilizaremos el principio de induccién. Para. la base de
la induccién, nétese que el resultado es cierto si n = 1, va que ( ) =1y
la, férmula se reduce también a 1/1!'= 1. ' '
Por Ia hipétesis de induccién, supongamos que el resultado es aerto
para n = k. Entonces, por el tecrema 4.1.1y la hipdtesis de induccidn,

=20+ ()
:k(kfl)---(k;~7“+2}+k(k‘71)_---(km’r+1)
(r—iN 7

k(1) (k~r+2) ke—r+41
- (r—1)! /(—}\Jr s )

(kDR 1) - (k=7 +2)
7l '

(Sir=1lor= k +1, tenemos que utilizar los valores (}) =1y (k+1) =
en lugar de la férmula.) El resultado es, pues, cierto paran =k-+ 1y, par
el principio de induccidn, es cierto para todos los enteros n. £l

Existen muchas.identidades utiles € interesantes en las que aparecen los
nimeros binomiales y, aungue en ocasiones pueden demostrarse utilizando
la. férmula anterior, suele ser més conveniente basarse en la propia
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definicifin o en la técnica recursiva dada en el teorema 4.1.1. Daremos
ejemplos de ambos métodos.

Ejemplo 1. Demostrar que .
N (™M (M () () =
0 1/ \2 n—1 n) 7

SorucidN: La expresién de la izquierda es la suma del ndmero de r-
subconjuntos de un n-conjunto para todos los valores de r. Asi pues, es
igual al nimero total de subconjuntos de un n-conjunto y, segun el ejemplo
del apartado 3.4, este nitunero es igual a 2™, O
Ejemplo 2. Demostrar que

()~ () (2 )wn(3) o

Sorucién: De acuerdo con el gjercicio 4.1.2. ¥ el teorema 4.1.1, el término
izquierdo es ignal a

A0 ) COHCT) )
_...+{~1)"“1{ (Z_ ;) + (Z:D}H—s)n. ) -

o

r L] — 3, ) . Caa
Cada término ("[') con k entre 1 y n — 2 aparece con signo positivo y
con signo negativo, de forma gue estos términos se cancelan. Los términos
restantes son

1 (n - 1) t (et (2 - ;{) PO =T L (D)

lo cual es igual a 0. - C:
Ejercicios 4.1 (continuacién)

4 Calcular las tres filas. siguientes del triénglﬂo de_Pas-cal, empezando
con la parte del tridngulo dada en la pagina 72.

s
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5 Evaluar (146) v (157)

6 Demostrar que el ntimero de palabras de longitud n en el alfabeto {0,1}

que contienen exactamente r ceros es igual a (?)

7 Demostrar la identidad

s—1 s s+n~—2 s+n—1 $+n
+ +oeeet . + = .
0 1 n—1 n 7,
donde s v n son enteros positivos. {Indi_cacién: si X esun {5+ n)—cbnjunto
eY = {yi,¥2,...,Un} €8 un m-subconjunto especifico de X, ;cudl es el

ptimero de n-subconjuntos de X para los cuales g, es el primer elemento
de ¥ que no estd en el subconjunto?) N

8 Dar una demostracién alternativa del ejercicio 7, parilendo de la

formula
(ern) (ernfl) (3+nw1)
— —i—- ,
i 7 n—1

v aplicando repetidamente el teorema. 4.3.1 para escindir el dltimo término.

4.2 Selecciones no ordenadas con repeticién

El ntunere binomial (:f) ge define como el ndmero de r-subconjuntos de un
n-conjunto, o come el ndmero de selecciones no crdenadas sin repeticidn
de r objetos de un conjunto de n objetos. Pasemos ahora a las selecciones
no ordenadas con repeticién. Cuando los niimeros que intervienen son
pequettos, es facil dar una lista con todas las posibilidades. Por ejemplo,
hay 15 selecciones no ordenadas de cuatro objetos del conjunto {a,b,c},
sl se permiten repeticiones, y son:

aane agad  aoac  aabb  aahe
aace abbb abbc abee acee
bbb bhbe bbee bece cecce.

Demostraremos gue es posible dar una férmula general para el
niimero de selecciones no crdenadas con repeticion en (érminos de los
ndmeros binomiales. En la demostracidn interviene la representacion de las
selecciones como palabras en el alfabeto {0,1}; por ejemplo, la seleceidn
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abce se representard como la palabra 101011. Los ceros son marcas que
separan el tipc de objetos; y los unos nos dicen cudntos objetos hay, segin
el esquema ‘ o
a b c ¢
_ 1 0 1 o 1 1

Dado que hay dos marcas, que pueden colocarse en cualquiera de las
posiciones, el nimero total de selecciones en este caso es (g) = 15, Io
cual coincide con la fista anterior. Demostraremos ahora este resultado de
forma. general.

Teorema 4.2. El nimero de selecciones no ordenadas con repeticion de
T objetos de un conjunto de n objetos es :

1)

DEmMosTRACION: Dado gue las selecciones no son ordenadas, podemos
arreglar las cosas de-forma que, en cada seleccién, todos los objetos del
mismo tipo estén juntos. Una vez hecho esto, podemos asignar a cada
seleccién una palabra de longitud n+ (r — 1) en el alfabeto {0, 1} segiin el
método explicado arriba. Es decir, si hay k; objetos de tipo 4 (1 <4 < n),
entonces las primeras &y letras de la palabra son unos, seguidos de un cero,
seguidos de kp unos, v asi sucesivamente. La funcién definida por esta regla
es una. biyeccién entre el conjunto de selecciones y el conjunto de palabras
de longitud n + r — 1 que contienen exactamente n — 1 ceros. Los ceros
pueden ocupar cualesquiera de las n + r — 1 posiciones, de forma que el

niimero de palabras es
nt+r—1y  (fn+r-1
n-1 N T !

como querfamos demostzrar. |

Podemos resumir en una tabla (tabla 4.2.1) nuestros resuitados sobre
los distintos tipos de selecciones —ordenadas y no ordenadas con y sin
repeticién— de 7 objetos de un n-conjunto.
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Tabla 4.2.1

Ordenadas ' No ordenadas
Sin repeticidn naln—1) - (n—r+1) - (2)
Con repeticién T ' ("4

Fjercicios 4.2

1 Escribir les valores que proporcicna la tabla anterior cuando r =2 y
n = 3, y dar una lista-de las selecciones pertmentes en cada caso tomando
{a, b, c} como 3-conjunto.

2 Demostrar que al tirar tres dados indistinguibles pueden producirse 56
resultados distintos. jCuédntos resultados pueden darse al tirar n dados
indistinguibles?

3 Supengamos que se desarrolla la expresién (x+y+2)™ y se agrupan los
términos de acuerdo con las reglas elementales del digebra; por ejemplo,

(z+y+ z)2 = 2% + ¢ + 2% + 2wy + QY=+ 2xz.

i Cudntos termmos se obtienen en la. férmula resultante'?

4 D/emostrar que el namero de n-plas (3:1,9:2,..., zn) de enteros no
negativos que satisfacen la ecuacién :

Ty tzat o F =1
es igual a (™17
con repeticién de r objetos de un conjunto de 1 objetos contiene z; copias
del i-ésimo objeto (1 £ i'< n) ]

) [Indicacién: supéngase que una seleccién no ordenada

4.3 El téorema del binom:io :

Fn algebra elemental aprendemos las formuias '

(a+b)?=a +2ab+b2 (a+b)3—a +3a26+3ab2+63
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v se da el caso de tener que desarroliar la férmuls, para (a-+b}* y potencias
superiores de a4 b. Bl resultado genéral que proporciona una férmula pa,ra
(@ + b)™ se conoce como el teorema del binomio.

Teorema 4.3. Sea n un entero positivo. EI coeficiente del término o™ "h"
en la expansion de {(a+b}" es el niimero binomial (*}. En concreto, tenemos

(a+b)™ = (g) a™ + (T) a™ b (n) am I (n) b,
_ : A2) 7

DEMOSTRACION: Veamos qué ocurre al multiplicar n factores
(a+b){a+b) - (a+b).

Los términos del producto se obtienen seleccionando a o bien b de cada
factor. El ntmero de términos a™ Th" es exactamente el ndmero de
maneras de seleccionar r veces b (y, en consecuencia, n — r veces a), lo
cual, por definicién, es igual al ntimero binomial (:f) 1

Asf pues, los coeficientes del desarrollo pueden calcularse utilizando la
recurrencia de los nétmeros bmomlales (tm&ngu]o de Pascal} o mediante la
férmula. Por eJemplo, )

(a+b)f = (g) a% + G) ath 4 (S) a*h® + (g) a3p?
+ (ij a?b* 4 (g) ab_5 + (g) b® |

= a® + 6a°b + 15a%h? + 206°8° + 15426 1 6ab® + b5,

Desde luego, podemos obtener otras férmulas Gtiles sustituyendo a y b por
expresiones convenientes. Algunos gjemplos tipicos son: :

(A +2)* =1+ 4z + 62” + 4a® + 2,

(1~2)" =1 7o+ 20a® — 352° + 350% — 21a° 4 7a® — 27;
(v +2y)° =2° + 102y -+ 4023y + 802%y® + 80ay* + 32%;
(2% +y)* = 2® + 42y + 62%y® + 42 + o
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Se dice que la expresidn a + b es una expresidn binamicl-porque
tiene dos términos. Los ndmeros (:f) ocurren como coeficientes en el
desarrollo {o + b)™ y- es frecuente referirtse a ellos como coeficientes
binomiales. Sin embargo, la demostracién del teorema 4.3 nos hace ver que
si ocurren en este contexto es porque representan el nilimero de maneras
de efectuar ciertas selecciones. Por este motivo seguiremos Hamandolos
nimeros binomiales, lo cual corresponde con m4s exactitud al concepto
que representan los sfmbolos.

Ademds de ser enormemente dtiles en manlpulaczones algebraicas, el
teorema del binomio puede utilizarse para deducir igualdades en las que
aparecen los nlumeros binomiales.

Ejemplo. Demosirar que
2 2 2 2
ko) n n " T o ny" _ 2n ‘
0 H 2 g n/)
SorLucion: Usaremos la igualdad

(U+ )™ +a2)® = (1+a)*

Segtin el teorema del hinomio, el término de la izguierdaes el producto de
dos factores, ambos iguales a

1+<n)z+---+(n)m’“+l--+m”.
1 T

Al multiplicar los dos factores, el término z™ se cbtiene tomando un
término (*)z” del primer factor y un término (% )o™~" del segundo.
Asf pues, el coeficiente de 2™ en el producto es

GG (0606 -+ (6

Puesto que (" ) = (7), vemos que se trata del miembro izquierdo de la
iualdad del enunciado. Pero el miembro derecho es (%™, que también es
el coeficiente de =™ en el desarrolio de {1 4+ )", de forma que la igualdad

queda demostrada. : . ‘ O
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“Hn el capitulo 18 demostraremos una forma  méds general del teorema
del binomio en la que aparecen exponentes negativos.

Ejercicios 4 3
1. Escribir las formulas de (3 + ar)g v (1 x)8.
2 Calcular el coeficiente de
(i) z° en (1+x2)Y

(i) a?t® en (a+B)'0;

{if) a%® en (a?+ %),

(iv) 2% en (3+ 4x)8.
3 Usar laigualdad (1 + z)™(1 + 2)™ = (1 + )™ para demostrar que

(7)) G)C )+ (6)

donde m, n y 7 son enteros positivos conm > ryn>r.

4  Dar demostraciones alternativas de los resultados de los ejemplos 1 ¥
2 del apartado 4.1 mediante sustituciones adecuadas en las formulas de

(A+a)"y (L-2)"

5 Demostrar que si r y sson enteros tales que slr y p es un primo tal
que plr pero pfs, entonces pir/s. [Indicacién: hacer » = si.] Deducir que
(i) el ndmero binomial (%) es divisible por p para todos los 4 con 1 <
i<p—1;
(i) (a+ 8} —a? - b30 es divisible par p para enteros a y b cualesqulera

4.4 El principio de la criba’

El principio enumerativo bdsico (teorema 3.1) afirma que |A U Bf es la
suma de |A| y |B] si Ay B son conjuntos disjuntes. Si A y B no-son
disjuntos, el resultado de sumar | A} y | B es que los elementos de AN B se

cuentan dos veces {figura 4.1a). De forma que para obtener la respuesta ™

correcta, hemos de restar |4 Bj

-

AU B| = iA|+ EBi AN B|. -
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Podemos aplicar un método similar en el caso de tres conjuntos (figura
4.1b). Al sumar [A|, IB] y IC), los elementos de AN B, BNC vy O N4 se
cuentan doble (si no estdn en los tres conjuntos al mismo tiempo). Para
corregir esto, restamos {AN B}, |BNC| y ICNA|. Pero ahora los elementos
de AN BN C, que inicialmente habian sido contados tres veces, han sido
restados tres veces. De forma. (ue para obtener ia regpuesta correcta, hermos
de sumar |AN BN Y. Resulta que

!AUBUOI = ¥y — &9 -+ (g,
donde

= [A|+|B]+|C], @y =[ANB|+|BNC|+{CN A4,

as = |ANBNC.

@ ®
Fig. 4.1 Intersecciones de dos y tres conjurnios.

Este resultado es un caso senciilo de lo que solfa lamarse, por razones
evidentes, el principio de inclusién y exclusion. Actualmente se suele llamar
el principio de lo criba.

Teorema 4.4. 5i A1, Aq, ..., A, son conjuntos finitos, entonces
]A] UdsU-- An! =y — g+ Gy — -+ (*1)ﬂ710¢n,

donde &; es la suma de lIos cardinales de todas las intersecciones de i de
los conjuntos (1 < ¢ < n).
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DEMOSTRACION: Demostraremos que cada elemento z de la unidn
contribuye exactamenie en una unidad al término de la derecha.
Supongamos que T pertenece precisamente a & de los conjmltos Ao Ap
Entonces z contribuye con & a la suma ey = |41} + - - +]4,]. En la suma
a2, T contribuye con 1 a |4; N A;| si tanto 4; como A; estdn entre los &
conjuntos que contienen a z. Hay ( ) de estos pares, cie forma que (2) es
la contribucién de z a ag. Iin general, la contribucion de z a oy es (F:), ¥
la contribucién $otal de z al término derecho es

()- @) (),

ya que los términos con i > k son nulos.
Pero la 1gua1dad demostrada en el ejemplo 2 del apartado 4.1 1mphca

que esta expresion es igual a (5), que es igual a 1. 7l

Hay un corolario sencillo del teorema 4.4 que en la préctica suele
ser muy util. Supongamos que A1, As, ..., A, son subconjuntos de un
conjunto X con [X| = N. Entonces el niimero de elementos de X que no
estdn en ninguno de estos subconjuntos es

| X\ — (AU Az - A)| = 1X| = |[A U AU - - Ay
S =N —a +ag -+ (1) *a.

Ejemplo 1. B la aéignatura de flosoffa de primer curso de la Universidad
de Folornia hay 73 estudiantes. De éstos, un total de 52 saben tocar el
piano, 25 el violin ¥ 20 la flauta; 17 saben tocar el piano y el violin, 12 &l
piano y la flauta, y 7 el violin y la flauta; pero sélo Osbert Smugg sabe
tocar log tres imstrumentos. j Cudntos estudiantes no saben tocar ninguno?

Sonucidn: Sean P, V y F los conjuntos de estudiantes que saben tocar
el piano, el violin y la flauta, respectivamente. Con la informacion que nos
dan tenemos que

oy = [P+ |VI+|F| =52+ 25+ 20 =97, o
= |POV]|+|PNF|+ VNP =17+124+7=36,
ay=|PNVNEF =1 .
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Por lo tanto, el nimero de estudiantes que no pertenecen a ninguno de los
conjuntos F, V o Fes

73-074+36—-1=11. : o

Ejemplo 2. Una secretaria poco eficiente tiene n cartas y n sobres con las
direcciones correspondientes. jDe cudrnitas maneras puede lograr la hazaha
de poner cada carta en un sobre equivocado? (Esto se conoce a menudo
como el problema de los desarreglos: existen otras versiones igualmente
pintorescas.) o

SorLucion: Podemos pensar en que cada letra y su correspondiente sobre
tienen un entero ¢ entre 1 vy n como etiqueta. El hecho dé poner las cartas
en sobres se identifica con una permutacion 7 de N,,: 7{i) = 7 si la carta
1 se coloca en ¢l sobre j. Lo que buscamos es el nimero de desarreglos,’
es decir, el ntmero de permutaciones 7 tales que (i) # 1 para todo i de
Nn- . L .
Sea A; (1 < ¢ < n) el subconjunto de S, {el conjinto de todas lag
permutaciones de N,) formado por las 7 tales que w(i} = i. Decimos que
los elementos de- A; dejan fijo el elemento 4. Por el principio de la criba, el
nimero de desarreglos es
dn=nl—o1+a—- -+ (-1)"0n,
donde o, es la suma de los cardinales de todas las intersecciones de r de
los 4;. En otras palabras, o, es el niimero de permutaciones que fijan 7
simbolos elegidos de todas las formas posibles. Ahora bien, hay ( ) formas
de elegir 7 sfmbolos y el ntimero de permutaciones que los dejan fijos es
precisamente el nimero de permutaciones de los n — r simbolos restantes,
es decir, (n'— r)! Resulta finalmente que '

7 nl -1 1 2 LY
ar—(r)x(n—f)lzﬁ,- dnz_n!(l—ﬂ_—i-ﬂ—----l-(—l) ET)

Ejercicios 4.4

1 En una clase de matematicas con 67 estudiantes, 47 saben leer francés,
35 saben leer alemdn y 23 las dos lenguas. ; Cuédntos no saben leer ninguna
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de las dos lenguas? Si, ademds, 20 saben leer ruso, de los cuales 12 saben
también francés, 11 tamhién alemén y b saben leer en las tres lenguas,
jcudntos no saben leer ninguna lengua?

2 Hallar el nimero de maneras de ordenar las letras A, E, M, O, U, Y
en una sucesién de forma que no aparezcan las plabras ME y YOU.

3 Calealar el ntimero dy de desarreglos de {1,2,3,4} y escribir las per-
mutaciones relevantes en la notacién de ciclos.

4 Utilizar el principio de induccién para demostrar que la férmula para
dy, cumple la recurrencia

d =0, dy=1, dn={n—1)dur+dns) (n>3).

5 Demostrar que el niimero de desarreglos de {1,2,...,n} en los que un
objeto dado (pongamos 1) estd en un 2-ciclo es (n — 1}d,,—g. Construir de
esta forma una demostracién directa dela formula recurrente del ejercicio
anterior. ' ‘ '

4.5 Algunas aﬁlicaciones aritméticas

Los matemsticos han estudiado los nimeros primos y la factorizacion
de nimeros enteros durante siglos. La breve discusién de estos temas en
capitulos anteriores debiera haber convencido al lector de que estos proble-
mas son dificiles dehido a que lbs primos estdn distribuidos irregularmente
¥ a’que no existe ningyin método sencillo para hallar la factorizacién de
un entero cualquiera. 7

Sin embargo, si conocemos la factorizacién de un entero, es relativa-
mente fcil responder algunas preguntas sobre sus propiedades aritméiicas.

Supongamos, por gjemplo, que queremos hallar todos los divisores de un

entero n y'que conocemog su factorizacidn
. ’ o figf2 e
n = pl pg - -p'r' .
Un entero d es divisor de n si, y sdlo si, ho tiene divisores primos distintos

de los de n, y ningin primo lo divide m4s veces que a n. Por lo tanto, los
divisores son exactamente los enteros que pueden escribirse como

d :p{lpgg P f?*)

T
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donde cada f; cumple que 0 < f; < e;. Por ejemplo, dado que 60 = 2% x3x
5, podemos obtener rdpidamente una lista con todos los divisores de- 60:
una buena manera de disponerlos se flustra en la figura 4.2. {Técnicamente,
la figura 4.2 es un diagrama del reticulo de divisores de 60, aunque no
necesitamos la descripcién matematica precisa de este término.)

Fig. 4.2 Los diviscres de 60.

Un problema similar es hallar el ntmero de entercs x entre 1 y n que
son primos con n. En el apartado 3.3 indicdbamos este mimero con ¢{n},
el valor de la funcién ¢ de Edler en n. Demostremos ahora que, conociendo

la factorizacidn de n, el principio de la criba nos permite calcular ¢{n).

Ejemplo. ;Cudnto vale ¢(60)7 Fn otras palabras, ;cudintos enteros z entre
1y 60 cumplen que med(z, 60) = 17 o

SoLuciON: Puesto que 60 = 22 x 3 x5, hemos de contar los enteros entre
1 y 60 que no son divisibles por 2, 3.0 5. Sea A(2) el subconjunto de
Ngp formado por los enteros que son divisibles por 2, A(2,3) los que son
divisibles por 2 v por 3, v asi sucesivamente. Entonces tenemos, por el
principio de la criba, que

${60) = 60 — |A(2) U A(3) U A(D)]
=60 — (JA(2)] +]A(3)] +[A(5)])
+ (1A(2,3)] + [A(2,5)] + [A(3,8)]) — 1A(2,3,5)1.
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Ahora bien, |4(2)| es el nimere de miltiplos de 2 en Ngp, que es igual a
60/2 = 30. Iguakmente, |A(2, 3}| es el mimero de miltiplos de 2 x 3, que
es ignal a 60/(2 x'3) = 10, y as sucesivamente. Por lo tanto,

$(60) = 60 — (30 + 20+ 12) + (10 + 6 +4) — 2= 16. u|

Podemos ptilizar el mismo método para dar una formula explicita de
@(n) en el caso general. -

Teorema 4.5.1. Sea n > 2 un entero y sea n = pi'p5? --pfr su
factorizacién en nimeros primos. Entonces

a1 2) (2 (- )

DEMOSTRACION: Sea A; €l subconjunto de N, formado por los miiltiplos
de p; (1 < j <.r). Entonces

Pn)=n—|A1UA U UA

=n—a;+az— -+ (—1Ya,

donde @; es la suma de los cardinales de todas las intersecciones de 7 de
los 4;. Una interseccién tipica de la forma

* Aﬁ N Ajz M--- ﬂ‘Ajz.

contiene los miltiplos de P = pj, X.pj, X -+ X pj, en Np, y éstos son
precisamente los enteros ' . :

n

P,2P,3P,..., (ﬁ) P

El cardinal de una interseccidn tipica es por lo tanto n/P, y «; es Ia suma
de todos los términos de la forma

60

o
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Resulta que

111 T 1
pn)=n-n|l—+—+--+— ) +n i sEETT I R
" P2 Pr P2 ™MP3

De DD

La férmula es facil de usar siempre que conozcamos la factorizacion de n,
por suspuesto. Por ejemplo,

¢(60)=60(1—;—)(1~%)(1—%)360x%x%x%:lﬁ.

Tl principio de la criba y la formula resultante para ¢(n) también
tienen importantes consecuencias teéricas, como ias que discutimos a
continuacion.

Suongamos que damos la vuelia al iltimo paso de la demostracién -y
multiplicamos los factores de la férmula para ¢(n). En el caso n = 60 se
obtiene

60 (60 60 60 60+60%§9 60
6 10 15

o6 =L - (F+F+5 .

Tenemos un término 60/d para cada divisor ¢ de 60 que sea un producto
de primos distintos, y su coeficiente es +1 o —1 segin que el nimero de
estos primos sea par o impar. Los divisores 4, 12 y 20, que tienen factores
primos repetidos (22 en este caso) no contribuyen, pero para conservar la
uniformidad podemos decir que contribuyen con un término de coeficiente
igual a 0. En general, podemos expresar ¢(n) como una suma de términos
ul{d) x (n/d), uno para cada divisor d de n, es decir,

) = > nld),

din

donde los coeficientes p(d} vienen dados por

1 gl d=1,
p(d) = { (=1)* si des un producto de k primos distintos
G st d tiene un factor primo repetido.
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La funcién p se conoce como funcién de Mobius, en recuerdo de
A, F. Mibius (1790-1868}, jugard un papel vital en algunes de los teoremas
algebraicos de la parte I1T del libro. Por el momento, demostraremos que
posee algunas propiedades inesperadas.
Empezaremos por demostrar gue para cualgquier entero n > 2, la suma

de p(d) para todos los divisores d de n es igual a cero; es decir,

> p(dy =0.

din
Para demostrarlo, supongamos que n = p5tp5? - - pér. Cada divisor d es
de la forma p{lpg?‘- plr con 0 < fi < e, y p(d) es cero a menos que
cada f; sea 0 o0 1. De esta forma, cada diviser d con u{d} # 0 corresponde
a un subconjunto de {py,Ppa,...,pr+ formado por los p; tales que f; = 1.
El niimero de tales subconjuntos de tamario k es (1), y p(d) es (=1), de

donde
S () () -

Hemos utilizads una vez més el resulfado fundamental sobre la suma
alternada de nimeros binomiales (ejemplo 2, apartado 4.1).

BEstamos a punto ya para demostrar la propiedad caracteristica de la
funcidn de Mabius; se conoce con el nombre de férmula de inversion de
Mbdbius. '

Teorema 4.5.2. Sea g una funcidn definida en N y supongamos que f es
la funcidn obtenida a partir de g mediante la regla
v )= g(d)
dn
Entonces g puede obtenerse a partir de f mediante la regla

gtn) = > u@df ().

din

DEMOSTRACTON: Si sustituimos f(n/d) en el miembro derecho de la
segunda, ecuacidn, obtenemos

> uldf () > o) > gle

din din eln/d

=> > uld)gle)

e, S
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La doble suma se toma sobre el conjunto S de todos los pares {c,d) tales
que cln y dn/c (eJempIo del apaxtado 1.6), ¥ puede reagruparse de la

manera siguiente:
> o 3 w(@).

e|ln dl'n/c

Por el resultado anterior, la suma entre paréntesis es 1gual acerosin/c > 2.
Asi pues, sblo nos queda el término con n = ¢, que se reduce a

g(n) Y uld) = g(n)u(1) = g(n),
1

tal como querfamos demostrar. 0

Ejercicios 4.5
1 Calcular ¢(n) y p{n) para todos los enteros n con 95 < n < 100.

2 Demostrar que si la factorizacién de n es p*p5? -

-per, entonces el
nimero de divisores de n es o

(81 + 3)(6‘2 + 1) T (6.,- + 1)

3 Utilizar el teorema 4.5.1 para demostrar que si med(m, n) = 1, entonces
d{mn) = ¢(m)¢(n).

4 Demostrar gue si 1 < z < n, entonces
med{z, n) = med(n — z,n).

Como consecuencia, demostrar que la suma de todos los enteros = que
cumplen 1 <z <'n y med{z,n) =1 es %'nq‘ﬁ(n)
5 Demostrar que si la funcién f se obtiene a partir de g mediante
n=3 udg (),
din
entonces g se obtiene de f mediante la,‘regla

gn) = 3 7(d).

din



AR g D

90 Subconjuntos y diserios

(Este es el reciproco de‘la férmula de inversién de Mdbius.) Usar la férmula

B(m) = Y p(d)5

T din

para dar otra demostracién del teorema 3.3, es decir,

> ¢ld) =n.

djn

4.6 Disenos

Suponpamos que un fabricante ha desarrcllado una gama de nuevos
productos y pretende analizar un cierto ndmero de modelos de la gama
(digamos v} pidiendo a algunos de sus clientes habituales que los prueben.
Puede resultar impracticable que cada cliente pruebe todos los modelos,
en cuyo caso parece razonable imponer las siguientes condiciones.

{i} Cada cliente deberia probar el misme ndmero (k) de modelos
{ii) Cada modelo deberfa ser probado por el mismo mimero (r) de
clientes.
Por gjemplo, si v = 8§, k =4 y r = 3, un posible esqguema serfa preguntar

a seis perscnas que probaran los modelos
Y

1234, . 5678, 1357, 2468, 1247, 3568,

respectivamente (donde los modelos se representan por los nimeros 1, 2,
3,4,5,6, 7y 8).

En general, sea X un w-conjunto. Decimos gque un conjunto B de
k-suhconjuntos de X es un disefio, con pardmetros (v, k,7), si cada
elemento de X pertenece exactamente a r de los subconjuntos de B. Es
frecuente referirse a ua conjunto B que pertenezca a B como un blogue
del disefio. En el ejemplo anterior, los pardmetros son (8, 4, 3) y los bloques
son {1,2,3,4},{5,6,7, 8}, etc. o :

Est4 claro que los pardmetros de un disefio han de estar sujetos a ciertas
restricciones; por ejerplo, ne existe ningin disefic con pardmetros (8,3, 5).
(Esto se demostré en el ejercicio 3.2.3.) Veremos gue las condiciones
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necesarias mas evidentés para la-existencia de un disehio con pardmetros
{v,k,r) son también suficientes.

Supongamos que C es un conjunto cualquiera de k-subconjuntos de un
v-conjunto X, no necesariamente ur disenc. Podemos dibujar una tabla
{(en la linea e la tabla de McBrain, apartado 3.2) en la que las filas
corresponden a los elementos ¢ de X, las columnas a los subconjuntos
C de C, y si z pertenece a ', se marca la fila z, columma C. En el
ejemplo siguiente (tabla 4.6.1) X esel conjunto {1,2, 3,4, 5,6} y hay cuatro
subconjuntos Cy, Co, Cs, Cy. En general, las marcas indican los pares (z, C)
que pertenecen al conjunto

={{zC)lzel}

El “botal por filas® r{z) nos da el nilmero de veces que x ocurre
como elemento de un subconjunto C: se le suele llamar el nimero de
replicaciones de z. Fl “total por columnas” es &k en cada caso, ya que
hemos exigido que cada € sea un k-subconjunto de X. As{ pues, los dos
métodos para contar el conjunto S nos llevan a la ecuacién

> or(@) =|Cxk

e X

Tabla 4.6.1

T 01 Og Cg 04 T(m)

VARV v 3
2 Y v 2
3 v 1
4 v v 3
5 v 1
6 v v 2

Fn el caso de un disefio B, el ndmero de replicaciones 7(x} es constante
igual a r. Asi gque el miembro.izquierdo de la ecuacidn se convierte en vr,
y llegamos a

vr = bk,
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donce b = [B| es el ndmero de bloques. Resulta que & ha de ser un divisor
de vr. Atn mds, puesto que el nimero total de k-subconjuntos de X es
(Z), el ntimero b de bloques no puede superar esta cantidad, es decir,

v k!
b= < (7).

Es un hecho notable que estas sencillas condiciones sobre v, k ¥y 7 sean
también suficientes para la existencia de un disefio.

Teorema 4.6. Existe un disefio con pardmetros (v, k,7) si, y sélo si,
(7).
kT \k

DEM_OSTRAGIGN : La necesidad de la condicién va ha sido demostrada.
Reciprocamente, sean v, k y 7 enteros positivos que satisfacen las
condiciones, de forma que b = vr/k es un entero positivo menor o igual que
(E) Sea C cualquier familia de b k-subconjuntos distintos de un v-conjunto
X. Los ntimeros de replicaciones r{z) de C cumplen la ecuacién

Z r{z) = bk: = ur,

zeX

klur v

vy si cada r(z) es igual'a r, entonces C ya es un disefio. En caso contrario,
ban de existir dos objetos z1 v =2 tales que r(z{) > r > ‘T‘(.’L‘g) {Véase Ia
figura 4.3.) - v

e 7 (X )

NS IAISIN T
* 7 SIS

ALY

|t 1} = | = 12— |t F12——— 31

-m—-~—----r(x2)——-+s-

Flg 4.3 Thustracion. de ta, demostracién del teorema 4.6.

4.6 Diseios 93

Sea ¢q3 el ndmero de subconjuntos de C' que contienen a z; pero no a
X2, sea g7z el nimero de los que contienen a x5 perc no a @1, ¥ sea gg el
niimero de los que contienen a ambos. Entonces -

gz =71{z1) ~ q12,  gg2 =7(T2} ~ qan,

de forma que
@13 — g1z = 7{(z1) —r(22) > 0.

Para cada yno de los ¢,5 conjuntos ¢ que contienen a z; pero no &
x9, sea U™ el conjunto que se obtiene de €' eliminando #, e insertande
zy. Cada C* contiene a xy pero no a zy vy, puesto que ¢;5 > giq, ha de
existir al menos un C* que no pertenezca a la familia original C. Sea Cj
uno de estos coenjuntos. Si eliminamos Cy de C y lo sustituimos por Cf,
obtenemos una nueva coleccion C* de k-subconjunfos distintos de X. Los
niimeros de replicaciones r*(X) de C* son los mismos que para C, salvo
que i -

(@) =r(z)y~ 1, r(m2) =r(za) +1.

Si C* es un disefio, hemos acabado; si no, podemos repetir el proceso.
En cada paso nos acercamos més a un digefio, ya que los nimeros de
replicaciones han de diferir en” menos de ld constante r. Por lo tanto,
después de un nimero finito de pasos, tendremos que los nimeros de
replicaciones son todos iguales a v y habremos obtenido un diseilo. [

Nétese que, utilizando la formula explicita de los niimeros binomiales,
la segunda condicién puede reescribirse como

' < v—1
T .
“\k-1
Si nos fijamos en que cada vez que aparece un objeto © en un bloque, lo
hace junto con k — 1 de los v — 1 objetos restantes, podemos ver que la

s . . . -1
condicidn es necesaria. En consecuencia, x no puede aparecer més de (z_l)
veces.

Ejercicios 4.6

1 Inalterable por el aparente fallo de su sistema para forzar a cada
estudiante a seguir exactamente cuatrc de las siete asignaturas de
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~

- matemdticas (apartado 3.2), el profesor McBrain prepara un plan para

asegurarse de que, ademas, asista el mismo niémerc de estudiantes a cada
asignatura.

(i) Si hay v estudiantes v a cada asignatura asisten k de ellos, jcudl es

la relacidn entre v y &7

(ii) Siel niimero de estudiantes és 53, jcudntos ha de expulsar el profesor

- McBrain para que su plan sea factible?

(ili). Mostrar disefios explicitos del plan del profesor McBrain en los casos
=7 y v = 14. (Recuérdese que en un disefio ningin blogue puede
I'epetirée —es decir, no puede haber dos asignaturas con los mismos
estudiantes.)

2 Para los siguientes valores de (v, k,r) construir un disefio que los tenga
como parametros o demostrar que no existe tal disefio.

(i) (v, &,r) = (6,3, 1);
(iid) (v, k,7) = (7,3,3);

(i) (v, k,7) = (5,2,1);
(iv) (v, k,7) = (9,6,4).

3 (Qué valor tiene r en el disefio cuyos blogues son todos los k-
subconjuntos de un v-conjunto?

4 Sea B el conjunto de bloques de un disefio con pardmetros (v, k,r)
¥ sea B’ el conjunto de los complementarios B de los bloques B de B.
Demostrar que B’ es también un disefio y calcular sus pardmetros. .

4.7 t-disenos

L:a condicién de que cada objeto o modelo pertenezca al mismo nitmero de
bloques puede reforzarse en varios sentidos. Podriamos exigir que cada par
de ohjetos estuviera contenido en igual nimero de bloques, de forma que
cada par fuese comparado en el mismo niimero de pruebas del experimento.
Ma4s en general, podriamos formular una condicién similar para grupos de
t objetos, donde ¢ es un entero positivo.

Definicién. 5i X es un conjunto de cardinal v, se dice que un conjunto B
de k-subconjuntos de X es un t-disefio con pardmetros (v, k, ) si, para
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cada t-subconjunto 7" de X, el ndmero de bloques que contienen a T es
constante e igual a ry. .

Segiin la nueva definicién, lo que 1111c1a1mente era un dlseno ahora es
un I-diseno. Il ejemplo que dimos de I-disefio con v =38, k=4yr; =3
era

1234, 5678, 1357, 2468, 1247, 350G8.

No se trata de un 2-disefio, ya que algunos 2-subconjuntos, como {1,2},
ocurren dos veces, mientras que obros, como {1,5}, ocwrren sélo una vez;
algunos, como {1, 6} no ocurren ninguna ves. Tampoco es un ¢-disefio para
ningiin olro valor superior de £. Sin embargo, existe un 3- chseno conv =28
y k=4

1235 4678
1346 2578
1457 2368
1568 2347
1267 3458
1378 2456
1248 3567,

Después de largas comprobaciones, podemos cohvencernos -de que cada
3-subconjunto de {1,2,...,8} ocurre como un stbeonjunto de éxactamente
uno de los 14 bloques. Por ejeniplo, {2, 3, 8} aparece en el bloque 2368 v en
ningin otro. Por lo tanto, tenemos un 3-disefio con pardmetros (v, k,73) =
(8,4,1). Es evidente que no se trata de un 4-disefio, ya que algunocs
4-subconjuntos (como {1,2,3,6}) no aparecen, mientras que otros {como
{1,2,3,5}) si lo hacen. Se trata, sin embargo, tanto de un 2-disefio como
de un 1-disefio, y el siguiente teorema demuestra que no se trata de ningin
accidente. ‘ : :

Teorema 4.7.1. Si*B s un t-disefio, también es un s-diseflo para § =
1,2,...,6—1. : :

DEMOSTRACION: Basta demostrar que B es un (f — 1)-disefio, ya qre este
resultado nos permitird deducir, sustituyendo ¢ por t — 1, que también es
un (¢ — 2)-disefio, ¥ as{ sucesivamente. -
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Sea X el conjunto de los objetos y supongamos que S es cualquier
{t — 1)-subconjunto de X. Vamos a contar los pares (z, B} tales que T es
de B y B es un bloque que cumple

x¢S yv {z}USCBEB.

Puesto que & no es del (¢t — 1)-subconjunto S, hay v — (t - 1) posibilidades
para z; para cada uno de estos z, el t-subconjunto {x} U5 estd contenido
en r; blogques, dado que B es un t-disefio. Asi pues, el nimero de pares es
(v—(F— 1)) % 7e.

Por otra parte, supongamos que rs es el nimero de bloques B que
contienen a 9 para cada uno de estos B, cualquiera de los (k — (t — 1))
elementos de B\S es un posible z. El niimero de pares es, por lo tanto,
(k— (t — 1)) x rs. Si iguslamos las dos expresiones que dan el nlimero de
pares, tenemos gue

(= (t—1))ry = (k- (- )rs.

Esta ecuacién muestra que rg sélo depende de ¢, k, v y 7, y por lo tanto
es una constante, llamémosla ry_1, para cada (f — 1)-subconjunto de X.
De aqui resulta que B es una (t — 1)-disefo. |

En la demostracién del teorema 4.7.1 se ha hallado una f6rmula 1itil
pars rp.1 en términos de 14
v—t+1
k—t+1
Por ejemplo, en mmestro™3-disefio con v = 8, k = 4 y r3 = 1, podemods
calcular ro v 7 de la siguiente forma: -

=T X

[

Te—1

v—2 v—1
k—2 k—1
Deducimos que cada par ocurre 3 veces y que cada objeto ocurre 7 veces,
le cual puede comprobarse directamente. )

Es interesante observar que &} argumento usado en la demostraciéa del
teorema 4.7 es valido incluso si ¢t = 1 y 5 es el conjunto vacio. En este
caso, €l ndmero rg (o rg) de blogues que contienen a S ro es més que el
niimero total de blegues, b = |B]. En nuestro ejemplo,

Teg =g X 3, Ty —=7g X 7.

U
b—rg—rle-—lé.
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Estos caleulos no sdlo nos permiten obtener los nimeros rg (0 <3 <t 1),
sinoc gque proporcionan al mismo tiempo condiciones necesarias para la
existencia de un #-disetio.

Teorema 4.7.2. (i) Si B es un t-disefio con pardmetros (v, k,r;), entonces,
al considerar B como un s-disefio con 1 < s <t -1, el parametro ry viene

dado por _
v—s)v—s—1}---v—t+1)
(k=s)k—g—1)--(E—~1+1)

{ii) Si exigte un t-disefio con pardmetros (v, k,r;}, entonces para cada
g entre 0 y t — 1 se cumple que :

s =Tt

(k= s)(k—s—1)(k—t+1)r(v—s)(v—s—1) - (w—t+1),

DEMOSTRACION: (i) Esta férmula se obtiene aplicando repetidamente la

expresion de r;_q en términos de r;.
(ii) Dado que los nimeros 1, han de ser enteros, el denominador ha de
dividir al numerador. - 1

Las condiciones (i} de divisibilidad excluyen muchos c.onjuntos de
pardmetros. Por ejemplo, si v = 56, & = 11 v ro = 1, las condicienes
son

(s=0): 11x20|56 x 55,
(s=0): 10}85.

La condicién para s = 1 no se cumple y no puede existir ningin 2-disefio
con estos pardmetros.

Es importante observar que cuando ¢ > 2, las condiciones de
divisibilidad son necesarias pero no suficientes. (La demostracién de este
resultado forma parte de la teorfa matematica mds avanzada de los
t-disefios.} Esta situacidn contrasta con el caso ¢ = 1 en el gue, segin
el teorema 4.6, las condiciones de divisibilidad son al mismo tiempo
necesatias y suficientes. ) C

Ejercicios 4.7

1 Partiendo del hecho de que existe un 5-disefio con pardmetros v = 12,
k=96 y rs =1, hallar los valores de r4, 73, 72, 71 ¥ b.
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2 ;Es posible que existan disefios del tipo siguiente?

{i) Un 3-disefioconv =15, k =6y r3 = 2.
(ii) Un d-disefiocon v =11, k=5 y ry = 1.

3 Un sistema de Steiner triple (S3T)} es un 2-disefio con k=3 y 15 = 1.
Determinar para qué valores de v entre 3 y 12 puede existir un SST con v
modelos y construir un SS5T en tales casos. _

4 Demostrar que puede existir un SST con v modelos s6lo si v es un
entero positivo de la forma 6n + 1 o 6n + 3.

5 En 1850, el Reverende T.P. Kirkman propuso el siguiente problema.
“Quince jovencitas de nna escuela caminan en fila de a tres durante siete
dias consecutivos: jen gué orden hay gue disponerlas cada dia para que
dos cualesquiera de ellas no caminen en la misma fila dos veces.”
Resolver el problema de Kirkman y explicar cémo la solucidén estd
relacionada con un tipo especial de 88T con quince modelos.” 7

4.8 Ejercicios diversos

1 Esecribir las férmulas para {z + ) ¥ (v — )",

2 Calcular ef coeficiente de
(i) «® en (L+a)> -
(Y " en (a+ )0
(i) o®p® en {a® + B)P.
3 Demostrar que
ny{ry _ (n\fn—k
rINE] \kJ\r—k})
4 Se tragan tedas las diagonales que conectan un conjunto de n punios de un

circulo, de forma que tres de ellas no sean nunca concurrentes. ;Cudntos puntos
internos de interseccidn hay?

5 Demostrar que el nitmero de maneras de distribuir n bolas idénticas en m cajas

etiquetadas es )
n+m—1
n .

4.8 Ejercicio ﬁeré‘osm 99

6 Demostrar que para n > m
m m+1 7 n+1Y
+ +et = : .
m m m m1

7 Sea X nn n-conunto. Demostrar que

FomEC

CCTG

Prils

(i) existe un conjunto de (::}) k-subconjuntos de X tales que cada par de ellos
tiene interseccidn no vacia; o i

(i) existe un conjunto de (1?4} subconjuntos de X con la pmpiedad de que
ninguno de ellos estd coutenido en otro, donde n* es igual a n si n es par

ya i(n—1)sin es impar.

8 Dadas dos palabras u vy v de longitud n en ¢l alfabeto {0,1}, sea u+v la
palabra qué se obtiene al sumar los digitos correspondientes de w y v-segin las
reglas 040 =0,04+1 =1, 1+0=1, 141 = 0. Sea X el conjunto de estas palabras

con la excepcién de 00. .. 0. Demostrar que el conjunte de todos los 3-subconjuntos

de X de la forma .
{w,v,u+v}

es un 2-disefio con pardmetros (2* — 1,3,1). (En otras palabras, es un sistema de
Steiner triple con 2™ — 1 modelos.}

%  Demostrar que los pardmetros

=g +1, k=gq+1, r=1

satisfacen las condiciones de divisibilidad de un 2-disefio. ;Cudnto valen ry ¥ ro?

10 Supongamos que B es el conjunto de blogues de un #-disefio en un conjunte
X con pavdmetros (v, k, ), y elijamos un = de X. Sea B’ el conjunto de bloques
que se obtiene eliminando todes los blogues que no contienen a x y eliminando %
de los que lo contienen. Demostrar que B’ es un (¢ — 1)-disefio en X — {z} con
pardmetros (v — 1,k —1,7). -

11 Demostrar que puede existir un 2-disefic con pardmeétros (v,4,1) solo si v es
un entero positivo de la forma 12n + 1 0 12n + 4.
12 Constroir un 3-disefic con pardmetros (10,4, 1),

13 ;Cuéntos enteros = {1 < z < 1000) 1o son divisibles por 2, 3 o 57

14 El profesor McBrain ha ensefiado 1a misma asignatura durante ios “Witimos
doce afios v cuenta tres bromas al afio. Nunca ha dicho las mismas tres bromas
dos veces (el orden en que se dicen Ias bromas no importa). ;Cudntas bromas ha
de saber?
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15 Un grape de hembres entra en un establecimiento de dudosa reputacién y
cada uno de ellos deja un abrigo y un paraguas en la puerta. Al recibir un mensaje
avisando de una redada inminente de la policia, los hombres huyen rapidamente
y cada uno coge un abrigo y un paraguas gue no son suyos. Si hay n hombres,
demostrar que el ntimero de maneras en que esto puede ccurrir es

n! (n! (m— 1) -f—M*“'Jr(l)"l).

1! 21 7!

16  Se dice que una funcién f definida en el conjunto de los enteros positivos es
multiplicativa si

V f{nm) = f(n)f{m) siempre que med{n,m) = 1.

Demostrar que si f es multiplicativa, también lo es la funcién g definida por

= fd)

din

17 Obtener férinulas para

Sou@ea, G LS.

din din

18 Sea ap{n) la suma de las potencias k-ésimas d* de todos los divisores d de
n. Demostrar que oy (n) es multipliéativa {ejercicio 16} y hailar vna férmula para
ella. \,

19 Sea S, (n)} la suma de las potencias r-ésimas de los primeros n enteros positivos.
Demostrar que, para r > 1,

R+ 1) = (n+1)= Z (T i— 1) Sr—iv1(n).

i=1
Deducir que existe una férmula para S,.(n} que es un polinomio de grado v +1 en
n.

20' Dar una demostracién alternativa del teorema del binomio basada en el
principio de induccidn y el teorema 4.1.1.

5 Particiones, clasificaciones y distribuciones

5.1 Particiones de un conjunto

Fn este capftulo estudiaremos tres tipos de problemé,s enumerativos
asociados respectivamente a la particién de un conjunto en subconjuntos,
la clasificacién de un conjunto de abjetos, y la distribucién de un conjunto
de objetos en un conjunto de cajas. Veremos que estos tres conceptos no
son mds que variaciones sobre un mismo tema.

Empezaremos por adoptar una notacién conveniente. Sea I un conjunto
no vacio, finito o infinito, y supongamos que para cada i de I tenemos un
conjunto X;. Decimos entonces que tenemos una familia de conjuntos v
la eseribimos 7

U={X;|iel}

Nos referiremos a I como al conjunto de indices. Nétese que los
conjuntos no tienen por qué ser distintos, aungue en el caso que nos
ocupard les conjuntos no séle serd distintos, sino disjuntos.

Definicién. Una particién de un conjunto X es una familia {X |ie I}
de subconjuntos no vacios de X tal que

{i) X esla uni6n de los conjuntos X; (i € I),
(i) cada par X, X; (i # ) es disjunto.

Se dice que los subconjuntos X son las partes de la particién.

Otra manera de enunciar la definicién es decir que cada elemento de
X ha de pertenecer a una, y sélo a una, parte. Por ejemplo, la figura 5.1
muestra una particién de N6 con cinco partes Xy, Xg, X3, X4, X5, donde

X1={(1,59}, Xs=1{2,3,4,6,7}, X5={8},
X, ={10,11,13,14},  X; = {12,15,16).
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En general, s1 X es un conjunto finito, una particién de X ha de tener
un nimero finito k de partes, de forma que podemos usar ¢l conjunio Ny
como conjunto de fndices y dar las partes como una lista Xy, Xo,. .., X
Pero hay que insistir en que ¢! orden de las partes es irtelevante.

Fig. 5.1 Una particién de Nys.

Teorema 5.1. Sea S(n.k) el nimero de particiones de un n-conjunto X
en k partes, donde 1 < k < n. Entonces :

St,1)=1,  Stun)=1, | |
S, k) = S(n—1k- 1) 1 kSa—Lk) (2<k<n—1).

DunmosTRACION: Resulta clare que s6lo hay una particidn con una parte,
el prdpio X, y que gélo hay una particién con n partes, los subconjuntos
unitarios {z}.

Fijemos un elemento z de X. Una particién de X tiene que estar en
una de las dos situaciones signientes: (i) el subconjunte {z} es una de las
partes, o (i) la parte que contiene a z contiene ademas otros elementos. Al
eliminar 1a parte {z} de una particién del tipo (i) obtenemos una particién
del (n —1)-conjunto X \{z} en k—1 partes, y hay S(n —1,k —1) de ellas.
Recfprocamente, dada una particidén de éstas, podemos incorporar la parte
{z}, de forma. gue la correspondencia es biyectiva. . )

. Supongamos ahora que tenemos nuna particién if del tipo (ii) con partes
X3, X9, ++, Xy Bsta situacién determina un par de objetos {(i,40), tal que
z es de X; v Uy es la particidn del (n — 1)-conjunto X \{z} con partes
X3, Xo, -, X\ {2}, ..., Xy (figura 5.2). Hay % posibles valores de @ y

Lo
(.&'-

g
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S(n — 1,k) posibles particiones iy, de forma que tenemos kS{n — 1, k)
pares. Ademds, dade uno de estos pares, podemos reincorporar z a la
parte X; y recuperar 4. Asi pues, la correspondencia es biyectiva. Como
cada particidn es del tipo (i) o (i1), el resultado estd demostrado. O

Fig. 5.2 Las particiones I/ y U;.

A los nimeros S(n, k) se les lama a veces ndmeros de Stirling {de
segunda clase). El teorema 5.1 permite tabularios {tabls 5.1.1) de forma
parecida a los niimeros binomiales en el tridngulo de Pascal.

Tabla 5.1.1
1 _
i 1
1 3 1
1 7 il 1
1 15 25 10 1
1 31 90 " BB - 15 T

1 63 301 - 350 - 140 21 1

La tabla puede construirse por filas utilizando la formula recursiva del
teorema. Cada ndmero se calcula a partir de los dos inmediatamente
superiores; por ejemplo, el cuarto elemento de la fila inferior es

S(7,4) = S(6,3) -+ 45(6,4) = 90 + (4 x 65) = 350,
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Ejercicios 5.1
1 Calcular la siguiente fila de la tabla.

2 Dar una demostracién directa de las ignaldades

S(r,2) =2t =1,  Snn—1) _ (2)

3 Supongamos que se elimina Ia parte que contiene a un cierto elemento
z de una particidn de un m-conjunto en k partes. Se obtiene una particidn
de un subconjunto ¥ de X ‘en k — 1 partes, donde r = Y| estd en el
intervalo 0 < r <n — 1. Utilizar esta idea para demostrar que '

S(n, k) = nf (”;" 1) S(r, k= 1),

r=0

5.2 Clasificaciones y relaciones de equivalencia

Hay otra forma de considerar una particién de ur conjunte. Cuando un
nifio ordensa un montén de ladrillos segiin su color, podemos decir-que esté
construyendo una particién de un conjunto de ladrillos. También podemos
decir que estd clasificando los ladrillos usando el hecho de que ladrillos del
mismo color estan relacionados 'y han de ir a parar a la misma clase.
Més formalmente, sea {X;|4é € I} una pariicidn del conjunto X.
Escribimos 7 ‘ ,
z R’ o =z estd relacionado con x’,

st z v o' estdn-en la misma parte X;. La relacion R definida de esta forma
tiene tres propiedades que son una consecuencia trivial de la definicién.
Si z, y, z son elementos cualesquiera de X, no necesariamente distintos,
entonces tenemos las siguientes afirmaciones (conocidas por los nombres
que se indican):

xRz 7 . (la propiedad refleriva)

zRy = yR=z (la progiedad simétrica)

zsRy, yRz = zRz (la propiedad transitiva)
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Se dice gue una relacién B en un conjunto X es una relacion de
equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva.

Ejercicios 5.2

1 Los simbolos de la columna izquierda de la tabla 5.2.1 denoctan
relaciones entre enteros. Contéstese si o no a tedas las preguntas sobre
cada refacidn.

Tabla 5.2.1

z Ry iReflexiva? iSimétrica? JTransitiva?- iRelacién de
es equivalencia’

T LY
zly
3{(z—y)
z+y=7T

Del mismo modo gue una particién da lugar a una relacidn de equivalencia,
reciprocamente, una relacién de equivalencia R en un conjunto X
determina una particidn de X. Para ver que asf es, definiremos la clase
de eqguivalencia de £ como ’

C. :{m' E'Xizr:"R z}.

Cy es el subconjunio de X formado por todos los z' relacionados con x
mediante la relacion B. Es importante darse cuenta de que, en general,
el subconjunto €}, tendrd diferentes nombres. De hecho, st e y cumplen
que z Ry, las clases de equivalencia Gy y Cy son iguales. Yaquesiz Ry
y z €8 un elemento cualquiera de Cy, entonces
zRx (definicidn de Cy)
¥ z Ry (por hipdtesis)

de donde z Ry (propiedad transitiva).

En otras palabras, z es de Cy v hemos demostrado que C,; € C,. Un
argumento idéntico demmuestra que Cy € Cy, y tenemos C; = €, como
afirmabamos. -
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Asf pues, cada clase de equivalencia tiene varios alias; de hecho, utiliza
el nombre ', para cada & que pertenece a ella. Una vez se ha entendido
este aspecto algo confuso la demostramom del signiente teorema es casi
evidente.

Teorema 5.2. Si R es una relacidn de equivalencia en un conjunto X,
entonces las clases de equivalencia distintas de I forman una particion
de X.

DEMOSTRACION: La propiedad reflexiva nos dice que cada elemento x
pertenece a su clase O, de manera que las clases no son vacias y su unioén
es todo X\

Queda por demosirar que dos clases distintas son disjuntas; o,
equivalentemente, que si dos clages se cortan son idénticas. Supongamos
que z pertenece tanto a Uy como a €. Tenemos que

zRx (definicién de Cy)

fuego xRz {(propiedad simétrica}
también zRy (definicién de CY)
luego xRy {propiedad transitiva).

Ahora Biqn, de acuerdo con la discusién previa al tecrema, ¢ R y implica
que Cp = Ciy. . . ' O

Hemos demostrado gque una Rartibﬁén X y una relacion de equivalencia
en X son esencialmente lo mismo. La idea de una particidn es facilt de
comprender, mientras que una relacién de equivalencia es, a primera
vista, un concepto mdas resbaladizo. Pero en matemdticas suele ser mas
conveniente empezar por definir una relacién en un conjuntc y demostrar
las tres propiedades que caracterizan las relaciones de equivalencia. La
particidn resultante, o ¢l conjunto de clases de equivalencia distintas, es a
veces sorprendentemente familiar. Este es el caso del ejemplo siguiente, en
el que nos adherimos a la practica habitual de usar un simbolo parecido
al de la igualdad, como ~, para denotar una relacion de eguivalencia.

Ejemplo. Sea X ¢f coﬁjunto de los parés ordenados de enteros {a, b) con
b ;é 0. Demostrar que la relacidn ~ deﬂmda en X por

-(ab) (r:d)(z}»o,dmbc
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es una relacién de-equivalencid.

SoLuciOn: Comprobaremos las tres propiedades.
Propiedad reflexiva: puesto que ab = ba, tenemos que (a, b) ~ {a, b).
Propiedad simétrica: utilizande la definicidn de ~ tenemos las
implicaciones :

(b)) ~(c,d) = ad=be = ch=da = (¢, d)~ (ab).

Propiedad fransitiva: supongamos que (a,6) ~ (e, d) y (e,d) ~ (e, f),
de forma que ad = bc y cf = de. Entonces ' '

afd=adf = bcf = bde = bed, =~ - E

¥, buesto que d #£ 0, tenemos que af = be. Resulta que (a,b) ~ (e, f),
como queriamos demostrar, O

FEn este ejemplo las clases de equivalencia son, en efecto, objetos
familiares, ya que podemos identificar la clase de (a,b) con la fraccién a/b. b
La clase de (1,2}, por ejemplo, contiene los pares (2,4}, {3,6), (4,8}, etc., al |
: 3. %, etc. Bsto proporciona un
método para construir las fracciones utilizando umcamente las propiedades
de los enteros formuladas en el capitulo 1. Ei hecho de que wna fraccidn
sea, de hecho, una clase de equivalencia no es ningin problema, ya que
todos hemos sido educados en la idea de que 1 y % habfan de considerarse
equivalentes.

igual gue la fraccién 3 es equivalente a 2,

El tipo de construccidn apterior es muy frecueﬂte en matematlcas de
hecho, el siguiente capitulo estd dedicado premsamente A una construceion
de este tipo.

Hjercicios 5.2 (continuacién}

2 Bea X ={1,2,5,6,7,9,11} y digambs que 2 ~ z' siempre que z — =
sea divisible por 5. Comprobar que ~ es una relacién de equivalencia y
describir la particién de X en clases de equivalencia.

3 Se disponen cuatro siflas con Ios nimeres 1, 2, 3 v 4 alrededor de una
mesa circular dejando el mismo espacio entre dos cualesquiera de ellag. Un
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esquema para sentar a cuatro personas puede describirse como una tabla
de la forma . : :
) 1 2 3 4

¢ A B D,
que significa que €' ocupa la silla 1, A la 2, etc. Dos esquemas estdn
relacionados (en la relacién R} si puede obtenerse unc a partir del otro
moviendo a todo el mundo el mismo niimero de posiciones hacia la derecha.

(i) Demostrar que el nimero total de esquemas es 24.
(i) Demostrar que R es una relacidén de equivalencia.
{iii) Hallar el ndmero de clases de equivalencia y dar una representacién
de cada una de ellas.

4 Hallar el nimero de esquemas (véase ejercicio anterior) ¥ el niimerc de
clases de equivalencia st hay n personas y n sillas.

- . ~ - I :
5 Se define una relacién =~ en Z mediante la regla n = n' si nn’ > 0.
Demostrar que la relacién es simétrica y transitiva, pero no reflexiva.

] g,Donde estd el error en el siguiente intento de demostrar que si una
relacién ~ es simétrica y transitiva, también es reflexiva?

Si @ ~ b, entonces b ~ a {propiedad simétrica).

Pero a ~ b y b~ a implican a ~ a {propiedad transitiva).

Asi pues, a ~ a para todec a.

1

5.3 Distribuciones y niimeros multinomiales

Otra forma més de considerar una particién {X; {4 € I} de un conjunto
X es considerar la, funcién asociada p de X en I, definida por

plz) =i s zeX.

Esta regla define p correctamente, ya que cada @ pertenece exactamente

a una parte X;. Ma4s concretamente, en lugar de partir el conjunto

de objetos, llevamos a cabo una distribucidn de los ohjetos en cajas
etiquetadas por los elementos del conjunto de indices. La figura 5.3 ilustra.
un ejemplo.

Por definicién, las partes de una particién son no vacias, con lo que
v es exhaustiva: cada caja recibe al menos un objeto. Recuérdese que
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previamente ya utilizamos la imagen de “objetos en cajas” en nuestra
discusién del principio de las cajas (apartado 2.4), pero alli se trataba de
funciones inyectivas més que exhaustivas.

Fig. 5.3 Una particién y la correspondiente distribucidn.

La conexion entre particiones y distribuciones también funciona en la
dirveccién opuesta. Dada una funcidn exhaustiva p de un conjunto X en un,
conjuntae V), los subconjuntos de X definides, para cada y de Y, por

X, = {z € X |pz) =y}

forman una particién de X . Esta relacidn es la base de un sencillo método
para contar funciones exhaustivas.

Teorema 5.3.1. Sea J el conjunto de funciones exhaustivas de nn
n-conjunto X. en un k-conjunto Y. Entonces

[JI =kl 8(n, k).

DEMOSTRACION: Cada funcidn exhaustiva p de X en’Y induce una
particion de X en & partes, tal como hemos visto. Reciprocamente, dada
una particion de X en &k partes, hay ki funciones exhaustivas que la
inducen, ya que a cada una de las k partes puede asigndrsele uno de los k
elermmentos de Y de forma: bivectiva. Por lo tanio, el ndmero de funciones
exhaustivas es k! por el ndimero de particiones 5{n, k). ' O
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- Muchos problemas practicos pueden ser analizados en términos de
“ohjetos en cajas”. Por ejemplo, supongamos que hemos de contar de
cudntas maneras podemos repartir las cartas en una partida de bridge. En
este caso tenemos 52 objetos (las cartas) y cuatro cajas (los jugadores),
y hemos de asignar 13 cartas a cada jugador. Uno de los jugadores
(pongamos N) es el que da las cartas, y los otros tres (E, S, O) han de
subastar por turno, con lo que es importante qué jugador recibe qué cartas.
En otras palabras, no estamos preguntando por el niimero de particiones de
un 52-conjunto X en cuatro 13-conjuntos, sino por el niimero de funciones
exhaustivas de un 52-conjunto en un 4-conjunte ¥ = {N, E,S, O}, con la
propiedad de que cada elemento de ¥ recibe 13 elementos de X .

Mas en general, podemos preguntarnos por el nimero de funciones
exhaustivas de un n-conjunto en un k-conjunto {y1,¥a,...,¥Yx}, con la
propiedad de que 7y objetos van a la primera caja y1, ng van a ys, etc.

Indicamos este niimero por
( )
?
nl,ng,...,nk

v decimes que es un ndmero multinomial. Desde luego, e necesario que
nttrng 4+ F e =mn.

Los mimeros multinomiales son una generalizacion de los numeros
binomiales. Cuando k& = 2, un nfimero multinomial es igual a un nimero

binomial; en concreto,
1, = y
g, N2 (o

ya que ambos niimeros cuentan las maneras de seleccionar los n; objetos
que van a la primera caja; los restantes my = m - nq objetos han
de ir necesariamente a la segunda. Es facil ver ¢que podemos obtener
férmulas recurrentes para los niimeros multinomiales parecidas a la re-
currencia bésica de los ndmeros binomiales (como la del ejercicio 5.3.4),
pero como en estas formulas intervienen recursiones multiples complicadas,
demostraremos directamente una formula explicita.

Teorema 5.3.2. Dados entercs positivos n,ni,ng, ... ,ny tales que ny +

ng+ -+ ng =n, se tiene que

71 - n! .
N,N2, ...,k nla?’b‘zlﬂk]
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DEMOSTRACION: Sea X = {x1,22,..:,2n}, ¥ = {v1,%, ..., 4} Una
permutacion cualgquiera = de N, lleva a cabo una reordenacién de X de
la forma

Lr(1)s Lrw(2)s o+ - Lwlm)-

Definamos una funcién exhaustiva de X en ¥ que envie los n; primeros
elementos de esta lista a y1, los siguientes na a ¥, v asi sucesivamente.
Esta es una funcién exhaustiva del tipe que cuenta el nimero multinomial.

Sin embargo, obtenemos la misma funcién si permutamos los primeros
ny objetos entre s, los siguientes ny entre si, etc. Resulta que, de lag n!
permutaciones posibles, hay 71! fg! - - - nz! que inducen la misma funcién.
Asi pues, sl nimerc total es el que se afirma. 4

Ejemplo. ;Cudntas palabras de 11 letras pucdcn formarse con las letlas
de la palabra ABRACADABRA?

SoLucION: Cada palabra tiene 11 letras a1, %0, ... 211, v cinco de estas
letras son una A, dos son una B, dos son una R, una es una ¢ v otra, es
una D). Cada palabra corresponde a una funcidn exhaustiva del conjunto
de 11 letras {z),2g,..., 211} en el conjunto de cinco cajas {4, B, R, C, D},
tal que cinco objetos van a la caja A, dos a la B, dos a la R una a la ¢
y una a la D. El nimero requerido es

11
5221,1)°

¥, por el teorema 5.3.2, su valor es

jan

Srorarirg - WX 9XTx6x5x4=83160. =

Es conveniente extender esta definicién de los niimeros multinomiales,
al caso en que uno o més de los enteros n; (1 < 7 < k) son cero. Si
4, 7g,. .., son enteros no negativos, definimos el simbolo

(- n )
o, T2y ..., Tk

como el niimero de funciones de un n-conjunto en un conjunto de & cajas,
con la propiedad de que n; objetos van a la primera caja, ng ohjetos
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a la segunda, y as{ sucesivamente. En este caso las funciones ne son
necesariamente exhaustivas, ya gue alguno de los ng puede ser cero. Sin

embargo, con la convencién de que 0! = 1, resulta claro que la férmula

n ) 7!
T, My - - Thk nl‘-nzl"‘ﬂk!

sigue siendo vélida.
Puesto que los nimeros multinomiales son una generalizacién de los

binomiales, no es de extrafiar que exista una generalizacién del tecrema
del binomic. Se conoce como teorema multinomial.

Teorema 5.3.3. Para cualesquiera enteros positivos n v-k ge tiene que

oon
($1+932+"'+$k)n22(n1 N2 nk>$?1$32 e
My

donde Ia suma se toma sobre todas las k-plas de enteros no negativos
(n1,ng, .., ne) tales que ny +ng + -+ TN =1

DEMOSTRACION: Al multiplicar los n factores =y + T2 + -+~ + Tk, 8€
obtienen productos de la forma zf*a5? --- 2" eligiendo el término o
de n; factores, el término T2 de ng factores, etc. En otras palabras, un
producto tipico corresponde & una funcién del conjunto de los n factores
en el conjunio {z1, %2, xp} con la propiedad de que ny de los factores
van a parar a =3, ng dg ellos van a T, etc. Segiin la definicién de los

nimeros multinomiales, hay

( ; )
’,"Ll’ﬂz’,..,nk

funciones de este tipo, v el teorema estd demostrado. - [

Debido a su ocurrencia como coeficientes en la expansion de (1 + 2+
-+ +a3,)™, los nimeros multinomiales se conocen también como coeficientes
multinomiales. Sin embargo, la demostracién del teorema multinomial nos
permite ver gue aparecen porgue representan el ndmero de funciones de un
cierto tipo, y por este motivo preferimos utilizar un nombre que acentia
qu cardcter de nimeros combinatorios bésicos.
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Ejercicios 5.3

1 - . . -
; P"ormular y resolver el siguiente problema como una pregunta sobre
unciones exhaustivas de un 1i-conj m - j

conjunto en un 4-conjunto: “;Cudntas

pal de l}. le ra pued C [) bI
abIELS . 5 eIl f()t marse Ol la:S letIaS de la; ala a

2 Ewaluar los ndimeros multinomiales

( 10 9
4,321, 7 5,2,2)‘.

3 Demostlfa,r. que el nimero de posiciones diétintés posibles despﬁés de
cuatro movimientos del juego de tres en raya es 756.

4 Demostrar que si a + b+ c = n, entonces

ny_ [ n-1 n—1 n—1
(a,b,c) (aﬁl,b,c)%—(a,bkl,c)Jr(a,b,c—})'

Obtener férmulas andlogas para un mimero multinomial general.

5 Calgular el coeficiente de

(i) 2°y*2% en (z +y + 2)19,

(i) 2dyz*ten (x+y + 2 +1)°.

6 Sea p un nimero primo. Demostrar que el ndmero multinomia)

( P
N1, N2, .-, T

es divisible por p, a menos de que wne de los n; (1 <4 < k) sea igual a p.

5.4 Particiones de un entero positivo
Dada una particién de un n-conjunto X

X=X UmzgU-- UXp,
tenemos una ecuacién correspondiente

n=n+ng+---+nyg,
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donde n; es el tamaiio de X; (1 < ¢ < k). Nos referimos a esta ecuacién
como una particidn del entero n en & partes. Hay que insistir en que
las partes no son cero (ya que los conjuntos X; no son vacios) y en que el
orden de las partes es irrelevante. Las particiones del enterc 6 son

8, 541, 442,
4+1+41, 343, 31241,
3414141, 24242, 2424141,

Q4141+ 1+1, T+4+1+14+14+141.

La notacién esténdar para las particiones de un entero positivo n se
obtiene contando el ntimero de partes de cada tamafio. Si hay ay partes
de tamafo 1, fa particién se escribe

[11292 ... o),

Con esta notacion, y con algunas abreviaturas triviales, las particiones de
6 son :

(6], (3%,

[15], [23],
[1%4], (24},

133, 123],

[142], [1227],
- {19].

Es poco afortunado que esta notacion convencional para las particiones
utilice un simbolo multiplicativo para una descomposicidn aditiva. Vale la
pena recordar que cuando decimos, por ejemplo, que [2°] es una particién
de 6, queremos decir que 6 es la suma de 3 doses. .

El problema. de contar particiones de n es muy interesante, pero requiere.
técnicas que todavia no han sido tratadas en este libro. Volveremos a &l
en el capitulo 19, ' ‘

Ejercicios 5.4
1 Bscribir las particiones de 7 en notacién estandar.
2 Sea py(n) el nimero de particiones de n en k partes. Demostrar que

Pé(-ﬂ) :Pk(ﬂ — k) %pk_f(?%f E)+--- +p§(n —&). 7

2

&
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3 Usar la férmula del ejercicio-2 para constrair una tabla de los niimeros
prln} para 1 <k <n <7,y contrastar la respuesta conla del ejercicio 1.

5.5 Clasificacién de las permutaciones

En el apartado 3.6 mostramos cdmo escribir una permutacion cualquiera

como producto de ciclos disjuntos. Por ejemplo, la permutacién de Ny que
se muestra en la figura 5.4 se escribe come (13624)(587)(9); resulta claro
que sus ciclos son las partes de una particidn de Ny, tal como se indica
a la derecha. Esta observacion puede utilizarse para dar una justificacion
formal & la notacién en ciclos mediante una relacidén de equivalencia. Los
detalles se indican en el gjercicic 5.7.18. :

1/‘;‘3 i 2 3
b7 N

4 5 g 41516
74_3 (-;) 7 8 9

Fig. 5.4 Una permutacidn de Ny y la particién correspondiente.

En este apartado estudiamos la clasificacién de las permutaciones segin
su estructura en cicles. Recuérdese que S, denota el conjunto de todas
las permutaciones de N,,. Cada permutacion « de S,; tiene ascelada una
particidn de N, cuyos ciclos son las partes de w, lo cual, a su vez, nos da
una particién del entero n. Nos referivemos a esta iltima como al tipo
de 7. En ofras palabras, si 7 tiene o ciclos de longitud ¢ (1 < 7 £ n),
entonces el tipo de 7 es la particidn [1%12%2 ... n%"] de n. La permutacién
que muestra la figura 5.4 es de tipo [135].

Es facil contar €l niimero de permutaciones de un tipo dado, siempre
que recordemos las convenciones de la motacidn en ciclos. Supongamos,
por ejemplo, que queremos contar el ndimero de elementeos de Si4 de tipo
[22324]. Hemos de colocar los sfimbolos 1,2,.. ., 14 en el esquema de cicios

I .)(‘. . .)('. S

¥ tenemos 14! maneras de hacerlo. Sin embargo, una permutacién dada
#w proviene de este proceso por diferentes vias. Respecto a cada ciclo,
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cualquier elemento del ciclo puede colocarse en primera posicidn y el orden
de los restantes gueda determinado por . De forma que hay dos maneras
de obtener cada 2-ciclo, tres maneras de obtener cada 3-ciclo y cualro
manéras de obtener el d-ciclo. Asi pues, los ciclos pueden reordenarse
internamense de 22 x 32 x 4 maneras para cada 7. En general, para una

permutacién de tipo [1%:2°% - --n®*| hay

lle 2&2 . nC!n

maneras de reordenarla internamente.
Por otra parte, el orden de los ciclos de la misma longitud es arbitrario.

En el ejemplo hay 2! maneras de ordenar los dos 2-ciclos y 2! maneras de
ordenar los 3-ciclos. En general, el niimero a tener en cuenta es

onlag! - om!

Por lo tanto, el mimero de permutaciones de tipo [223%4] es

14! .
B X3 xdx2 %2

y el nmero de tipo {1#12%2 .- - n%"] es
‘ ’ ' il
121202 .. poneylag!l - ol

A menudo es més sencillo utilizar métodos de sentido comun para contar
permutaciones de un tipo dado, en lugar de uiilizar esta formula aparatosa.
Por ejemplo, los nianeros en la vlasificacién de Sg que se muestran en la
tabla 5.5.1 pueden obteherse de varias maneras sencillas.

Tabla 5.5.1
Tipo Ejemplo Nimero
{15 id 1
[1%2]  (12)(38)(4){5) 16
(173]  (123){4)(5) 20
{122 (12)(43)(5) 15
[14] (1234)(5, . . 30
(23]  (123)(45) - 20
] (1235) . .
© 120
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La clasificacion de las permutaciones por su tipo es doblemente <til

. . L B !

dado que existe una decripcidn alternativa de las clases con interesantes
aplicaciones a la teorfa algebraica de las permutaciones (capitulos 14 y

20). Sean a y § permutaciones de S,. Si existe una permutacién ¢ de S,
tal que '

decimos que & y J son conjugadas.

Teorema 5.5. Dos permutaciones son conjugadas si, y sélo si, son del
mismo tipo.

DEMmOlSTRACIéN: Supongamos que « y J son conjugadas, de forma que
oo™t = . 8i a’{:cl) =g, 8ea iy, = o(z1), y2 = o(22); sl alzy) = 13, sea
ya = o(zs); v asi sucesivamente {figura 5.5). Entonces

Bln) = oaeHo(n) = calz:) = o(zs) = 1.
De forma. similar A{ys) = ya, Blys) = yu, etc. Bn consecuencia, para cada.

ciclo (z122...2,) de a tenemos un ciclo correspondiente (172 . . Yr) de
B3, de donde resulta que & y [ tienen el mismo tipo.

m
@5 @@= oo —=()

OO0 1t =0

Fig. 5.5 Permutaciones conjugadas.

. Reciprocamente, supongamos que e y 8 son del mismo tipo. Puesto que
tienen el mismo ntmero de ciclos de cada longitud, podemos establecer
una correspondencia biyectiva entre sus ciclos de forma que a un ciclo
cualquiera (z12zz...2,) de a le corresponda un ciclo (z23...2.) de B.
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Definimos o medjante la regla o (2;) = 2 (1 <i < r), y de forma similar
para los restantes ciclos. Entonces qaqfl,_: 0, va que.

oao (=) = valm) = o(wa) = 2 = Ba),

y asi sucesivamiente. In consecuencia, o y /3 son conjugadas. D

Ejercicios 5.5

1 Escribir la clasificacién de'los elementos de Sg de forma andloga a la
tabla 5.5.1 anterior para Ss.

2 Sean a = (13624)(587)(9) y B = (15862)(394)(7). Escribir una
permutacion o de Sy tal que car = 8. 7

3 Demostrar que si 7 y 7 son elementos de S, entonces w7 y 7 tienen
el mismo tipo. [Indicacién: usar el teorema 5.5].

4 Demostrar directamente a partir de la definicién {sin ntilizar el teorerma
5.5) que la conjugacién es una relacién de equivalencia en §,.

5_ _Usar la_clasiﬁcé.cién de S obtenida en el ejercicio 1 para hallar el

ndmero de desarreglos de Sg (véase la definicién en el apartado 4.4).

6: Hallarel niimero de permutaciones o que tienen la prapiedad enunciada,
en ¢l ejercicio 2.

1,

5.6 Permutaciones pares e impares
‘.

La clasificacién de Sy obtenida en el apartado anterior tiene una propiedad
notable que debiera ser evidente a partir de la sigyiente tabulacién de las
clages:

Tipo Ntimero Tipo Numero

1151 1 [132] 16

[123] 20 - [14] 30

[129] - 15 123 20

(5] 24 , _
60 60

Tenemos una particién de S5 en dos partes de 60 per-mutac-iones cada una.
En este apartado demostraremos que cada 5, con n > 2 puede partirse

‘

oo
L
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e dos partes iguales, v -veremos que hay una forma sencilla para decidir
a qué parte pertenece una permutacién dada.

La observacién clave es que cualquier permutacién puede conseguirse
permutando ciertos pares de objetos sucesivamente. Por ejemplo, para
obtener 35142 a partir de 12345 necesitamos tnicamente dos cambios:

En  términos de permutaciones,' la permutacién gue efectda la
transformacién de 12345 en 35142 es (13)(25)(4) y los  dos 2-ciclos co-
rresponden exactamente a los dos cambios anteriores. En general, no es
evidente que. toda permutacidn pueda expresarse en términos de 2-ciclos
de esta forma y nuestra primera tarea es demostrar que, en efecto, asl es.

¥l nombre técnico para una permutacién que intercambia dos objetos y
deja el resto sin mover és una trasposicién. Asf puss, un elemento de Sy,
es una trasposicién si es del tipo [1"~22]: tiene (n—2) 1-ciclos ¥ un 2-ciclo.

Ahora bien, un ciclo cualquiera como (2127 . . . 2) efecttia la reordenacidn

1Ty Tp1&y & T3...TrT1,

que puede obtenerse mediante trasposiciones sucesivas de la siguiente
formas : :

.7,‘1><$2 T3 s pL | Ty
T2 $1><$3 S Tr—1 Ty
To I3 5] Tt T Ty
Tz Ty By cem I L
i) T3 Ta s 37-,»><£U;

De modoe que pedemos escribir

. ($13'32.‘. . .$.,-v1:1',‘f-) = (:clmr)" - (xlmg)(zlxg);
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Cada trasposicién -estd representada por el correspondiente 2-ciclo, ¥
hemos suprimido los I-ciclos, ya que no tienen ningtin efecto. Hay que
recordar también que la trasposicién escrita en 1ltimo Ingar es la primera
que se efecitia, de acuerdo con la regla para combinar permutaciones.
Puesto que cada permutacién puede descomponerse en ciclos, tarmnbién
puede descomponerse en tragposiciones utilizando la regla anterior. Por
ejemplo, -
(136)(2457) = (16)(13)(27)(25)(24).

Insistimos en dos cuestiones sobre la descomposicién en trasposicicones.
En primer lugar, las trasposiciones no son disjuntas, de forma que un
objeto puede moverse méas de una vez. En segundo lugar, la descomposicidn
ne es tmica en absoluto, ya que no sélo puede modificarse el orden de
las trasposicidnes, sino qué podemos usar un conjunto de trasposiciones
totalmente diferente, por ejemplo

(136)(2457) = (15)(35)(36)(57)(14)(27)(12).

Queremos demostrar que, aungue existen varias descomposiciones de una
permutacién dada, todas ellas comparten una propiedad comn.

Sea c{m) el ntmero total de ciclos de una permutacién x, de forma
que si 7 es del tipo {122292 ... n%»|, entonces em) =1 +oo+ -+ an.
Supongamos qiie componemos 7 con una trasposicién 7, dando lugar a
una nueva permutacion . ;Cudl es la relacion entre c(rn) v c(m)?

Supongamos que 7 intercambia a y b, de forma que T{a)=>5,71(b) =a
y 7(k) =k si k # a,b. Si a y bestdn e el mismo ciclo de w, tenemos que

m=(az...yb...2z)... ¥ otrosciclos.
da
a
z s
' ’
/
7 \\ /
! ) /
I T : T I
! \
! \
A Y
\ g \\
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La permutacién compuesta T {primero m y después 7) puede calcularse
facilmente; tal como ilustra la figura 5.6 es

T ={(oz...y)b...2)... v los mismos otros ciclos.

En este caso, c{rm) = ¢(m) + 1. Por otra parte, si a y b estdn en ciclos
distintos de m, de forma que

w={(ax...y)b...2z)... y otros ciclos, 7

entonces un célculo parecido muestra que

= {az...yb. .. z)... y los mismos otros ciclos.

En este caso e(7#) = e(n) — L. En ambos casos, la composicién de = con
una trasposicién modifica el mimero de ciclos en uno, y este hecho sencillo
nos lleva, al siguiente teorema.

Teorema 5.6.1. Supongamos que una permutacidn m de S, puede
escribirse como la composicién de r trasposiciones y al mismo tiempo
como la composicién de v’ trasposiciones. Entonces, o bien r y ' son
ambos pares, o bien son ambos impares.

DEMOSTRACION: Sea © = 7o7p_y -+ - 7971, donde 7 (1<i<7) es una
trasposicidn. Ya que 73 posee un 2-ciclo y (n — 2) l-ciclos, tenemos que

cr)=1+m-2)=n—1.

Al componer 7,73, .., T, sucesivamente con 7y, el resuitado final es . En
cada paso, €l ndmerc de ciclos se modifica en 1: supongamos que crece en
g ocasiones y decrece A veces. El nlimero final de ciclos serd

(n—1)+g—h=c(r).
Pero g+ h es el niimero total de pasos, r — 1. Asf que

r=l+g+th=1+g4+n—1+g—c(m)
=n - c{w) + 2g.
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Por el mismo argumento, si 7 es igual a la composicién de 7/ traspogiciones,
existe un entero ¢’ tal que ' = n — c(w) + 2g’. Asi pues,

r—r' =2g—g),

y dado que el término de la derecha es par, el resulté.do_queda demostrado.
0

Como consecuencia del teorema podemos decir que una permutacitn
es par o impar segin que el ndmero de trasposiciones en cualquier
descomposicién sea par o impar. También podemos definir el signo de
una permutacién m, y lo escribiremos sgnw, como -1 si 7 es par, y —1 si
es impar. Por lo tanto,

sgnm = (—1)7,

donde r es el niimero de trasposiciones en una descomposicién de w.
En particular, sgnid = (-1)® = +1. Si # y ¢ se descomponen,
respectivamente, en v y § tragposiciones, estd claro gue la composicién
7o puede descomponerse en 7 + s trasposiciones, de donde

sg;n'fré; = (—1)r+e - (=1)"(—1)* =sgnwsgno.

1 1

Esto implica, por ejemplo, que sgna™! = sgnw, ya que 7 7w es la

identidad y - ‘
sgn at SEN T == BN T

A,

Ahora podemos enunciar el resultado general sobre la particién de S,
que comentdbamos al principio del apartado en el caso n = 5.

= sgnid = +1.

Teorema 5.6.2. Para todo entero n > 2,_exactamem;e la mitad de las
trasposiciones de S, son pares y Ia mitad son impares.

DEMOSTRACION: Sea 7y, 7, . .., una lista con las permutaciones pares
de S,. (Desde Inego existe alguna, ya que id es par.} Sea 7 una trasposicién
cualquiera de .S, pongamos 7 = {12)(3)(4} - - - (n).

Las permutaciones Tmwy,7ms,..., 77, son todas distintas, ya que si
Tm; = 775, ulilizando las reglas fundamentales dadas en el teorema 3.6,

tendriamos que

m = (7 ) = o) = T_l(TTI'j) = ('r"lT)’.frj = ;.
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M4s atin, estas permutaciones son todas impares, ya que
sgn T = sgTSEnT; = (—1} x {+1) = —1.

Finalmente, demostraremos que fods permutacién impar p es una de las
7w (1 <4 < n). Por ser

sgnT rp=sent lsgnp=(-1) x (—1) = +1,
resulta que 7' p es una de las permutaciones pares m;. Asi pues,
eI =L N
p=(rr )p=r{rT"p) = Ty,

como afirmébamos. Hemos demostrado que hay tantas permutaciones
pares como impares. , ]

La particién de 5, en dos partes iguales tiene varias consecuencias
interesantes. ¥l siguiente es un ejemplo de matemdtica “recreativa”.

Ejemplo. Se colocan ocho piezas con etiquetas A, B, I, O, U, Y, R, Ten
un marco cuadrado tal como muestra el primer diagrama de la figura 5.7,
Un movimiento legal consiste en deslizar una pieza hacia el espacio libre:
Demostrar que es imposible obtener la disposicién que muestra el segundo
diagrama mediante una sucesion de movimientos legales..

A | E H Y|O0o|U
0iU|Y AiR|E
R T ) I T

Fig. 5.7 ;Puede hacerse?

SoLuciON: Denotaremos el espacio en-bla.nco por 7, dé forma que la
disposicién inicial es ABIOUYRTL] y la final es YOUAREITD, Mover
una letra X al espacio en blanco corresponde a un 2-ciclo (X(7). Para
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Hegar a una disposicién final con (] en su higar original, tendremos gue
Haber movido [ el mismo nimero de veces hacia arriba gue hacia abajo,
y €l mismg nimero de veces hacia la izquierda que hacia la derecha. En
consecuencia, el ntimero total de movimientos es par , dado que cada
movimiento es una trasposicién, la disposicién final tiene que provenir
de una permutacién par. Sin embargo, la permufacién que efectda la

reordenacién de
AEBEIOUYRIC

en

YOUAREITO

es igual a (AYEOY(IUR)(THOD- Esta es una permutacién impar, ya cue
el 4-ciclo es equivalente a tres trasposiciones y el 3-ciclo es equivalente a
dos trasposiciones. Resulta que es imposibie llegar a la situracion requerida
por una sucesién de movimientos legales. , |

FEjercicios 5.6
1 Expresar los siguientes elementos de Sg en términos de 2-ciclos y hallar
el signo*de cada uno de ellos:

o = (1357)(2468),
8 = {(127)(356){48),
7 = (185)(678)(2)(4).

.

9 Sin utilizar ¢! teorema 5.5, demosirar que

sgn WOt = Sgn o (0,7 € Sn).

3 Demostrar que si 7 es del tipo [191292 ... n®r ], entonces

sgn T _ (—1)2ztoateost
4 ;Cudles de las siguientes posiciones pueden obtenerse mediante
movimientos legales a partir de la disposicién inicial que se muestra en
el gjemplo?

(3) E (i) Y A
w u RS

HoH

A
Y.
I

HO®

e
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5 Demostrar que todo ciclo de longitud impar puede escribirse como
composicién de 3-ciclos (no necesariamente disjuntos). Deducir que una
permutacidn es par si, ¥ s6lo si, puede expresarse como composicién de
3-ciclos. '

5.7 Ejercicios diversos

1 ;Cuantas palabras de 14 letras pueden formarse con las letras de la palabra
CLASSIFICATION?

2 QCalcular el coeficiente de

(i) z%y%2t en (2 +y+ 2)¥, ,
(i) zyztiuen (z+y+ 2+t +u)b

3 Calcular p(8), el ntimero total de particiones de 8, y comprobar que el nimerc
de las que tienen partes distintas es igual al ndmero de aquellas cuyas partes son
todas impares. jPuede explicar esta igualdad?

4 Sean oy 3 los elementos de Sz que en la notacién de ciclos se éxpresan pof

o = (123){456)(78), ,@:(1357)(é5)(4)(8). s

Hallar sgn e y sgn @ y expresar ¢ v 3 en términos de trasposiciones, utilizando el
minimo némero de trasposiciones posibles en cada caso.
5 Demostrar que

S(n,3) = JE" 4 1) - 2.
6 Sea ~ la relacién en Z definida por

a~bh < o —besdivisible por il.

Demostrar que ~ es una relacidn de equivalencia en Z. ;Cudl es el nimero de
clases de equivalencia? i
7 Se define una relacién ~ en el conjunto IN x N de pares ordenados de enteros
positivos mediante la regla '

(a,b) = (c,d) <— at+d=btec

Demostrar gue = es una relacién de equivalencia en N x IN. Explicar como puede
usarse este resultado para construir Z a partir de IN.
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8 Demostrar que

Xm:.s(mi Eyn(n—1)- n—E+1)=n™

Th=1

0 La Asamblea General de las Naciones Unidas ha decretado que la bandera
nacional de cada pafs debe consistir en m-bandas verticales, cada uma de ellas
coloreads con une de entre n colores, de.forma que dos bandas adyacentes no
tengan el mismo color. Demostrar que de esta formea pueden construirse n!S{m —
1,n ~ 1} banderas. Se supone gue uno de los bordes de la bandera es distinguible
por ser el del asta, de manera que ABC y (!B A representan banderas distintas.

10 Sea g, el numero total de particiones de un comjunto con n elementos.
Demaostrar que

. n : n—-1 4
1 (A I 3 (g L
k=1 ) . k=0 .

11 Utilizar €l principio de la criba para demostrar que el ndmero de funciones

_exhaustivas de un n-conjunto en un k-conjunto es

pCE (f) (n— k.

=0

12 Demostrar que

' "1- )
\‘S(ﬂ:’ k) - E Z (?11,712, e ,nk)'

donde la suma se toms. sobre todas las k-plas (nq,na,. .., 1) de erteros positives
que cumplen Ny +ng + -+ N =1

13 Demostrar que si ta suma del término derecho de la ecuacién anterior se toma
para todos los enteros no negativos que cumplen fi; +np +- - -+ =1, el resultado
es k™. _ . ‘

14 ;De cudnias maneras pueden distribuirse mn objetos en m cajas de forma gue
cada caja contenga n ohjetos? :

15 Ttilizando los nimeros multinomiales, demostrar que para tode entero
positivo n se tiene

{i) 2" divide a {2n)! y el cociente es par;
(i) (n)™+! divide a {n*)).
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16 Demostrar que el niimero de permutaciones de S de tipo [1%2] es el mismo
que el nimero de las de tipo [2%]. Si @ es del primer tipo, hallar el nimero de
permutaciones 8 del segundo tipo que cumplen af = fSa.

17 Dar mna lsta de los tipos de permutaciones de 57 que son desarreglos y
comprobar asi el valor de dy.

18  Sea 7 una permutacion de un conjunto finito X. .
(1) Demostrar que para cada z de X existe un entero no negativo k tal que
{2} = z, donde n* dencta la k-dsima iteracién de w y 7% = id.
(i} Se define una relacién ~ en X mediante la regla

r~x s 5 =a"(z) paraalginr > §.

Demostrar gque ~ es una relacién de equivalencia en X y explicar como este
resultado justifica la notacién en cicles para las permutaciones.

19 B} “Puzzle de los quince” conmsiste en cuadrados numerados 1,2,...,15
disprestos en un marco 4 X 4 con un espacic en blanco. Como en el gjemple del
apartado 5.6, un movimiento legal consiste en desplazar una pieza al espacic en
blanco, creando asi un nuevo espacio. Clasificar las posiciones siguientes, poniendo
dos posiciones en la misma clase si, v séle si, puede pasarse de una a otra mediante
una sucesion de movimientos legales.

1 2 3 4 17 2 3

6 7
100 11 12 9 10 11 12
13 14 15 13 15 14
1 8 9 ' 12 3 4
27 10 15 12 13 14 5
36 11 14 11 15 6
4 5 12 13 0w 9 8§ 7

20 Hallar el nimero de entercs positivos de diez cifras {en base 10) con la
propiedad de que el mimero de cifras impares distintas es la mitad del ntimero
de cifras pares distintas.



F

6 Aritmética modular

6.1 Congruencias

Una de las particiones mds usuales es la particién de Z en niimeros pares e
impares. Segiin la teotis general discutida en el apartado 5.2, esta particién
corresponde a una relacién de equivalencia en Z que (en este caso) puede
definirse diciendo que x; estd relacionado con za si x1 — z es divisible
por 2. Es costiumbre usar 1a notacién .

z1 =z9 (mod 2)

para esta relacién v decir que z) es congruente con za mddulo 2. Asi pues,
21V Tp estan en la misma parte de la partmzon si, y 80lo 51 1 es congruente
con x5 modulo 2. .

Estd claro que podemos usar cualquier enterc positivo m en lugar de 2.

Definici6n. Sean % y z, enteros y 7n un entero positivo. Decimos que x3
es congruente con :cz\médulo m, y lo escribimos

%1 = z2 (mod m),
sl £1 — @ es divisible por m.

Bs ficil comprobar que la congruencia mddulo m es una relacién de
equivalencia. Es reflexiva, puesto que ¢ — x es cero y es divisible por m
para cualquier . Es simétrica, ya que si ©1 —zz = km, entonces xp —x1 =
{(—k)m. Es transitiva, puesto quesizmy—sy = km y 2 — 23 = Im, entonces
€] — &g = (k+l}m

La utilidad de las relaciones de congruencias proviene principalmente
del hecho de que son compatibles con las operaciones aritméticas. En
concreto, tenemos el teorema siguiente.

h

R ]
5

puESE: S
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Teorema 6.1. Sea m un entero positivo ¥ z1, Tz, ¥ ¢ Yo enteros tales

. gque

r1=xy (mod m), 11 =y (mod m).

FEntonces

() z1+y1i =22 +y2 {mod m), (i) m1y1 = 2oya  (mod m).

DEMOSTRACION: (i) Tenemos que L - %2 = T Y Y1~ Y2 = my para
ciertos z e y de Z. Resuita que

(z1+y1) —{z2+y) = (@1 — 22} + (11 — ¥2)
= mz + my '

—m(z+y),

de forma que el término tzqulerdo es d]VlSIbIe por 171
(ii) Ahora tenemos que ”

Ty T T :
T1th — Fal = (T1 — T2)n + zo(y1 — v}
= mxy + zamy
= m{myl + 5':2?7’)’

y de nuevo el término izquierdo es divisible por m. ]

Ejemplo. Sea {z,n_1---To)1o la representacién en base 10 de un entero
positive z. Demostrar que

T

T=xp+ x4+ -+xz, (mod 8}
y utilizar este resultado para comprobar el cileulo P
54321 x 98765 = 5363 013 565.
SOLUCION: Segiin la definicién de la representacién en base 10, tenemos
que

:c—(a:g-i- -§—$n)—:co+10$1+ +10”mg—($g+---+mn)
= (10" — Dzy +--- 4 (20" — Dy,

|
‘ i
|
i
i
H
H
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Ahora bien, para todo r>1,

107 —1=(99...9%0 r nueves
9% (11---1)10 '

Por lo tanto, 9 divide a = (zg + - - + &n) como queriamos demostrar.
Por conveniencia, escribiremos #(z) en lugar de oo + -+ - + 2. Hemos
demostrado que #(z) = = (mod 9). Por el apartado (ii} del teorema 6.1,

0(z)8(y) = zy {mod 9),
de forma que si ay = z, debe ser 8(z)0{y) = 6(z) (mod 9). En el ejemplo.

0(98765) =35,  B(5363013565) =37

0(54321) = 15,

0U5) =6, 0@ =8,  6(37) - 10.

Puesto que 6 x 8 no es congruente con 10 (mod 9), tampoco lo es 15 x 35
con 37 v 54321 x 98765 con 5363013 565. Sf el caleulo fuera correcto, las
expresiones serfan iguales y, en consecugﬁcia., congruentes madulo 9. El

céleulo es, pues, erréneo.
Tste método se conoce como el de “borrar nueves”. O

Ejercicios 6.1 : .
1 Sin desarroflar las.multiplicaciones, demostrar que

(i) 1234567 x 90123 = 1 (mod 10},
(if) 2468 x 13579 = -3 (mod 25),

2 Utilizar el ‘método de borrar nueves para demostrar que dos de las
siguientes ecuaciones son falsas. jQué puede decirse de la otra ecuacién?

(i) 5783 x 40162 = 233 256 846,
(i) 9787 x 1258 — 12342046,
(iif) 8901 x 5743 = 52018443

3 Sea m>2yzun entero El resto r de dividir  por m cumple

z=r (modm), O<T<m—1
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y a veces se le denomina el minimo residuo no negativo de z (mod m).
Hallar el minimo residuo no negativo de 3'° (mod 17) y 15%! {mod 13).

4 Sea (TaTp_1---Toho la representacidén en base 10 de un entero

positivo x. Demostrar que

T =@y - @)+ T — - 4 (—1)"Ty,, (mod '11.)_, '

v utilizar este resultado para comprobar si 1 213 141 516 171 819 es divisible
por 11. '

6.2 Z, y su aritmética

En este apartado introduciremos un método més compacto para tratar
con las propiedades de las congruencias en los enteros.

Para cada entero x y entero postivo m, utilizaremos la notacién [z,
para denotar la clase de equivalencia de = con respecto a la congruencia
médulo m. En otras palabras, [z, consiste en todos los enteros 2’ para
los que =’ - z es un maltiplo de m. Por ejemplo,

Bla=1{...,—4, 125811 -4
[6}7:{- —8,-1,6,13,20. .}

Como es habitual, cada clase de equivalencia tiene varios sinénimos, segrin
el representante que se use. Por ejemplo,
=[-8l = [—1r = [6]7 = [13}s = [20}, =

La teorfa general de las relaciones de equivalencia nos asegura que, para

-cada m, el conjunto Z queda dividide en clases de equivalencia disjuntas

por la relacién de congruencia médulo m. 8i m = 3 tenemos

7= XoU X, UXy,

donde ,
Xo=[0s={..,-3,0,36,...},
Xy={ls=1{...,-2,1,4,7,...},
Xo=[2a=1{..,-1,2,58,. .}



¥
i
i

132 Aritmética modular

Fn este gjemplo, y también para un m cualguiera, hay m clases de
equivalencia distintas [0}, [1m, - - - i — 1}m. Esto se debe a que cualquier
z de Z puede expresarse de forma tnica como gm+recon 0 <r <m-—1
{tecrema 1.5), de forma que x esté en [r]y, para un r exactamente. -

Definicién. El conjunto de enteros mddulo m, gue escribiremos Z,,
es el conjunto de las clases de equivalencia distintas de la relacidn de
congruencia mddulo m en Z.

De modo que Z,, es el conjunto {0y, [, . .., [m—1]m}. Insistimos en
que los elementos de Z., se definen como subconjuntos de Z; sin embargo,
suele ser conveniente pensar en ellos come los enteros 0,1,2,...,m—1 con
una estructura aritmética inodiﬁcada, v la manera de concretar esta idea
es la siguiente. .

Definimos nuevas operaciones de “suma” y “multiplicacién” entre los
elementos de Z,,, que escribiremos @ y @, mediante las reglas

[#]m @ [¥lm = [T + Y}, T]m ® {Ylm = [zylm.

Como z e y son enteros, las expresiones ¢ + y v xy de los términos
derechos estén definidas y tienen las propiedades enunciadas en el primer
apartade de este libro. Las nuevas operaciones heredan sus propiedades
de las mismas propiedades de las -operaciones familiares. Pero antes de
estudiarlas, hemos de resolver una dificultad relativa a las definiciones.
La dificaltad proviene de que cada clase de equivalencia tiene varios
riombres. Supongamos, por ejemplo, que {x|n ¥ [2'], denotan la misma
clase, y o mismo para {ylm e [y'lm. Entonces, para que la definicién de
@ sea razonable, hemos de asegurarnos de que [Z)m ® [Ulm 7 [ ]m @ [V]m
denoctan la misma clase. El que esto sea asi es una consecuencia sencilla del
teorema 6.1, En efecto, tenemos que 2z = 2’ (mod m) e y = ¢ (mod m),
de donde z+ %' =y -+ (mod m) ¥ [z +2'lm = [y + 5'|m como querfamos
demostrear. Una demostracién andloga es vilida para la mmultiplicacién.

Podemos ahora dar una lista con las propiedades aritméticas de Zom.

Lias numeramos M1-M6, en correspondencia con la lista de axiomas de Z

del apartado 1.1.

Teorema 6.2. Las operaciones & y & cumplen las propiedades siguientes,
donde a, b y ¢ denotan elementos cualesquiera de Z,, y 0 = [0, 1 == {1],4.

Ml.a®db v a®bson de Zy,.
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M2.adb=bBa, ab=b®a. Co

M3. (a@b)dc=ad(bBc), (@@HRc=a®{(bRc).

Md. adl=0, oe®l=a ‘ '

M5, a@{d®c)={(a®@b) & (a@c).

MS$6. Para cada a de Z,, existe un tinico —a de Zp, tal que a ® (—a) = 0.

DEMOSTRACION: M1 es una consecuencia directa de las definiciones de @
¥ @. En cuanto a la primera parte de M2, supongamos que a = [z, y
b = {y],n; entonces

a@®b=[z)m & Wl - [z +1Ylm (definicién de @)

= [y + x]m (axioma 12 de %)
= [U]m ® 2] {definicién de @) -
=bPa. o

Demostraciones andlogas prueban la segunda parte de M2 y M3, M4 y
MS5. Para MBS, si a = {z],,, pongamos —a = [—zl,, ¥y comprobemos:

como querfamos demostrar. ‘ [

En la practica evitaremos la pesada notacién [z, para los elementos
de Z,, y utilizaremos los enteros 0,1,...,m — 1 para referirnos a las
clases [0l [, . . ., fm — 1} El valor especifico de m en cuestién debers
ser claro a partir del contexto o serd enunciado explicitamente. También
usaremos las notaciones habituales para la. suma y' el producto en lugar de
@ y &. Asi pues, escribiremos

T+5=3(en Zg) enlugar de [7lo® [5lg = [3]o,
y tendrd el mismo sentido que 7+ 5 = 3 V(Iﬁlod Q)Las propiéda.des‘

establecidas en el teorema 6.2 justifican la mayorfa de las manipulaciones
aritméticas en Z,,, tal como ocurria en Z. -
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Sin embargo, hay algunas diferencias importantes entre Z., y Z.
Recordemos el axioma 17, segin el cual ab = ac y a # 0 implicaba que
b= ¢. Esto no se cumple en Z: por ejemplo, en Zg tenemos que

3x1=3x35 y 340, perol#35.

tay gque tener cuidado con la. “simplificacién” en Z,,, un tema que
discutiremos con méas detalle en el siguiente apartado.

Finalmente, nétese gue no hay ninguna relacién en Zm, que se parezca
la relacién < en Z. La imagen intuitiva de Z como un conjusto de puntos
en una recta igualmente espaciados que se extienden indefinidamente en
ambag direcciones representa las propiedades de esta relacion. £n su lugar,
en Z,, tenemos una especie de orden ciclico, representado por un conjunto
de puntos regularmente espaciados en un circulo (figura 6.1). Por este
motivo, la aritmética en Z,,, o la aritmética modular, se enseia a veces en
la escuela como la “aritmética del reloj”.

Fig. 6.1 Dibujos de Z v Zp.

Ejercicios 6.2 '

1 Completar las tablas 6.2.1 de suma y multiplicacién en Zg.

Tabla 6.2.1

@ 0 1 2 3 4.5. ® 0 .1 -2 3 4 5
0 1 2 3 4.5 0o {0 0 0O 0 0 O
1|1 3 4 5 0 1 fo 1 2 3 4 5
2 : 2
3 3
4 4
5 5

2

6.3 Elementos inversibles de Z,, 135

2 Deducir del axioma I7 dé Z que si z e y son enteros tales que zy.=10
con 2 # 0, entonces y = 0. Demostrar mediante un contragjemplo que este
axioma no se cumple en Zg, Zg y Z15. jExiste algin contragjernplo en 77

3  Resolver €] sistema de ecuaciones
z+2y=4
4$ +3y=4. .
en Z-. jExiste alguna sclucién _én 757

4 Resolver la ecuacién cuadritica
213z td=0

en Zyy.

-

6.3 Elementos inversibles de Z,,

En el capitulo 1 insistiamos en el hecho de que el-simbolo r /38 1o tiene por
qué representar 1n entero aunque r y $ sean enteros. Fn otras palabras,
dados enteros r y s, la ecuacién rz = s con & de Z puede no tener solucién.
En este apartado investigamos el mismo problema en Zyy.

Definicién. 3e dice que un elemento r de Z,, es inversible si existe algin

x de Zy, tal que vz = I en Z,,. Fn tal case, se dice que z es el inverso

de r y escribimos & = ™1,

Puesto que rz = xr en Z,,, tenemos que zr = Ly, por lo tanto, r = z 1.

Ejercicios 6.3
1 Hallar los elementos inversibles de Zg, 77 v Zis.
2 Demostrar que 0 no es inversible en ningdn Z,; y que 1 lo es siempre.

3 Demostrar que si ¢ e y son inversibles en Z.,, entonces zy y !
también lo son.
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Teorema 6.3.1. El elemento r de Zy, es inversible si, y sélo si, v y m son
primos entre si en Z. En particular, sip es primo, todo elemento de Zy
distinto de 0 es inversible.

DEMOSTRACION: Supongamos que 7 es inversible, de forma que rz = l en
Zim. Resulta que en Z tepemos rz — 1= km para algin entero k, o bien

ro —km=1.

Ahora bien, cualquier divisor comtin de ry m ba de dividir a rz — km,
que es 1, de donde med(r,m) = 1.

Recfprocamente, Supongamos gue med(r,m) = 1. Por el teorema 1.7,
existen enteros x e y tales que 7z +my = 1, de donde rz = 1 (mod m); es
decir, o =1 {en Zy,) como querfamos demostrar. ' O

‘Recuérdese que ta funcién $(m} de Euler {apartado 3.3) es el ntumero de
enferos 1 < r < T que son prifnos con m. Del teorema 6.3.1 se desprende
que el nimero de elementos inversibles en Zm es igual a ¢{m).

Fl siguiente teorema es un resultado clésico de la teorfa elemental
de nimeros v tiene varias aplicaciones utiles. A modo de preparacién,
waremos una sencilla observacién sobre el conjunto Uy, de los elementos
inversibles de Zm. Siy es de Uy, definimos yUs, como el conjunto obtenido
al muitiplicar cada elemento de U, por ¥; es decir,

yUp, = {2 € B | 2'= y= para algin z de Ut

Demostraremos que YUy, = Um. Por ejemplo, tomando m =% ey =15, se
tiene

Us = {1,2,4,5,7,8},  5Us={5,1,2,7,8,4}.

En primer lugar, tenémos que yUp, € U, ya que sl z =9z ¥ tanto
y como & son de U, también lo es z (ejercicio 6.3.3). Por otra parte,
Up € yUsn; va que dado un.z de Uy, podemos escribir

1:[:),

z=y(y~
queé claramiente es un elemento de yUm {nuevamente por el ejercicio 6.3.3).
Asf pues, Yyl = Up, como afirmébamos. . O
L

.

&
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Teorema 6.3.2. Siy es inversible en'Z,,, entonces

y¢(m) =1 en%,,.

DEMOSTRACION: Sea u el producto de todos los elementos de U
pongamos u = 1Ly - - - Tk, donde (de acuerdo con lo anterior) & :qu{m).
Dado que yU,, = Uy, los elementos yz1, Yo, . .., yrr DO son mis gue una
reordenacion de ¢y, Ty, . .., 2. Resulta que

u=T1Ty -2 = {yw1) (yze) - - (yzh)
= yku.

Pero el propio u es i i i 1 Tlgprd
prop es inversible {su inverso es z, - -z3 z7"), con lo que

k
= 1.
¥ : 0

El teorema 6.3.2 puede enunciarse también como un teorema sobre
niimeros enteros, de la siguiente formas ‘ ' '

si med(y,m) =1, entonces ™ =1 (mod m).

Se conoce como el teorema de Euler, El caso particular en que m: es un
primo p ¢s el teorema de Fermat: : '

si pfy, entonces y*~! =1 (mod p).

Ejemplo. Demostrar que para cada eatero positivo m y cada primo p,
nP=n (mod p).
Deducir de ello que las 1iltimas cifras de n y n® en base 10 son iguales.

SOLUCION: Supongamos que p /| n; entonces, por el teorema de Fermat
nP~1 =1 {mod p), y por lo tanto n? = n {mod p). Por otra parte, si piT;
tanto . como nP son congruentes con 0 module p.

Si utilizamos este resultado para p = 5, tenemos que n®—n = 0 {mod 5).
Pero n® —n =n(n—1)(n® +n2 +n+1) y, como uno de los dos primeros
factores es par, n° —n = 0 (mod 2). Asf pues, n® —n es divisible por 10
Io cual equivale al resultado enunciado. - ' ' D,
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Ejercicios 6.3 (continuacién)
4 Hallar los inversos de
(1} 2 en Z}_l, (ll) 7 en Z15,
(111) 7 en Z}_ﬁ, (IV) 5 en Zya.

5 Usar el teorema de Fermat para calcular el resto de dividir 347 entre 23.

6 Sean ay benterosy p primo. Usar el teorema de Fermat para demostrar
que
(a—l— b)P =P + b {(mod p).

7 Dem(}s‘srar que la ecuacién ¢ = z~ " en Z, implica que 1= O en
Z;, v deducir que ¥ y —1 son los Unicos elementos de 7, que son iguales
a su propio inverso.

8" Demostrar que
(p—1)1=-=1 (modyp)

considerando el producto de todos los elementos no nules de Z,,.

6.4 Construcciones ciclicas de disenos

Fn este apartado y en el sigulente estudiaremos algunas construcciones
basadas en las propiedades ciclicas de la aritmética modular.

815 es un subconjunto de Zy, e ¢ es un elemento de Z,,, representaremos
por S -+ 1 el subcorjunto obtenido al afiadir ¢ a cada elemento de S. Por
ejemplo, sim =12y § = {0, 1, 3, 11}, entonces

S+1:{1,2,4,0}, S+2=1{2,351},
v asi sucesivamente. Investigaremos la posibilidad de utilizar subconjuntos
de la forma S+ (i € Zy,) como bloques de un disefio.

La primera cuestién a tener en cuenta es que, a pesar de que hay m

posibles valores de 1, los subconjuntos S+ (i € Zy,) no son necesariamente
todos distintos. Para el subconjunte T'= {0, 3,6, 9} de Zip tenemos que

T+0=T+3=T+6=T+9={0,3,6,9},
T+1=T+4=T+7=T+10=1{1,4,7,10},
T+2=T+5=T+8=T+11=1{2,58,11},

C
R

<5
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¥ s6lo se obtienen tres subconjuntos distintos. Sin embarge, el subcenjunto
§=1{0,1,3,11} de Z;5 da lugar a doce subconjuntos distintos:

0 1 3 .11 6 7 9 5
1 2 4 9 7T 8 10 6
2 3 5 1 8 9 11 7
3 .4 6 2 9 10..0 8
4 5 7T 3 0 11 1 9
5 6 '8 4 110 210

Er general, si K es un subconjunto de Z,, tal que los subconjuntos
K+ (i € Zp,) son todos distintos, entonces estos subconjuntos son los
blogues de un 1 disefio con parametros :

v = 1m, k= |Kj, r=k.

Para demostrarlo, hacemos notar simplemente que ¢l elemento o de Zin
pertenece a K + 1 si, ¥ sélo si, '

a=x+i paraalginze K.

Esto es equivalente a . -
O0=z-+(i—a),

lo que significa que 0 estd en_él bloque K + (i — ). Asi pues, « estd en los
blogues ) ) . o ' '
K iy, Ktidg, ..., K+i,
si, ¥ sdlo si, 0 estd en los blogues

K+ (i —a), K+(fag— o)y ..., K+ (i — o).

Resulta que 0 y o perteriecen al mismo nimero {(r) de bloques Como esto
se cumple para cualguier « de Z,,, tenemos un 1-disefio. Ahora bien, el
ndmero de objetos (v} es igual a m y el nimero de.bloques (5) es también
igual a m; la ecuacidn bk = vr deruesira que el ntunero de replicaciones
7y el tamafio de los bloques % coinciden v que 7 = k = {K] como se
afirmaba. - )

Si tomames K = {0,1,3,11} en Zj3 como antes, obtenemos un 1-
disefic con pardmetros (12,4,4). En este caso no obtenemos un 2-disefio

s e 4o o
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va que, por ejemplo, el par {0, 1} ocurre dos veces mientras que {0,6} no
ocurre ninguna; Sin embargo, con este método podemos obtener 2-disenos
si insistimos en una propiedad adecuada de las diferencias en el conjunto
bésico K.

Definicién. El subconjunto K de Z,, es un conjunto diferencia si las
diferencias x — v con z,y € K, = # y, toman cada valor no nulo de Z,, el
mismo ndmero de veces.

El subconjunto {0,2,3,4,8} de Z;; es un conjunto diferencia, como
puede comprobarse construyendo la tabla de diferencias {tabla 6.4.1). En
este gjemplo, cada valor no nulo ocurre dos veces como una diferencia.
Brn general, si K ¢s un k-subconjunto de Z,,, hay &(k — 1) diferencias
y m — 1 valores no nulos, de forma que cada diferencia aparece k(k —
1}/{(m — 1} veces. Resulta que este nimero es también el pardmetro ro del
correspondiente 2-disefio.

Tabla 6.4.1

0 2 3 4 8
ol - 9 &8 7 3
212 — 10 9 5
303 1 - 10 6
ala 2 1 -
gl s 6 4 -

Teorema 6.4. Si K es un conjunte diferencia en Z.,,, entonces los
conjuntos K + i (i € Z,,) son los bloques de un 2-disefio con pardmetros

v=m, k=I|Kl, ra=k(k—1)/(m~1).

DEMOSTRACION: Séan ay dde Z;n. Como K es un conjunto diferencia,
la, ecuacién '

r—y=a—p
tiene k(k—1)/{m—1) soluciones con z e y de K. Para cada solucién (z,v),

sea ¢ = a — z. BEntonces
o=z +1, B=a-(z-y)=y+i,
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con lo que tanto ¢ como @ pertenecen a K+i. Asipues, cada 2-subconjunto
{a, 8} de Z,, estd conbenido en rq = k(k — 1)/(m — 1) bloques K +4, y
- 0

tenemos un 2-diseno con los parametros enunciadds:

De acuerdoe con el teorema, 4.7.1, este disefio es tambiér un 1-disefio, y
los parémetros ry y rq = b vienen dados por

- - 1
vol o omel B

’kaf
F—1 k-1 Tm_1 L=m

k

Ty =

En particular, el nimero de bloques es m, de forma que la condicidn de

" que K es un conjunto diferencia asegura automdaticamente que los blogues

K +i{t € 2,,) son todos distintos.

A menudo es imposible hallar un conjunto diferencia con valores dados
de m y k, incluso si se cumple la condicién necesaria evidente de que m 1
divida a k{k — 1) para que ry sea un entero. Sin embargo, existen métodos
especiales para hallar conjuntos diferencia, muy 1tiles en la prictica para
construir disefios.

Fjemplo. Sea K el subconjuto de Zigs formado por los elementos no nulos
que puede escribirse como cuadrades en Zips. Demostrar que K es un
conjunto diferencia y hallar los pardmetros del 2-disefio asociado.

Sorucion: Podemos calcular los cuadrados de Zes como sigue:

17=1, 2°=4, 32=9, 42=16, 5 =2, 6*=13,
=3, 8§ =18 9 =12, 10°=8, 1I’=6, ..

No es necesario calcular mds, ya que 12% = (—11)? = 6, 13% = (—10)* = 8,
ete. Asf pues, hemos hallado todos los cuadrados v

K ={1,2,3,4,6,8,9,12,13, 16, 18},

con lo que k = |K| = 11. 5i calculamos las diferencias de K, se obtiene la
tabla 6.4.2. : '




1
i
|
i
|
|
!

142 Aritmética modular

Tabla 6.4.2

17 2° 3 4 6 & 9 127 i3 15 18

1 - 22 2% 20- 18 16 i5. 12 11 8 6
2 1 - 22 21 19 17 18 13 .12 9 7
3 2 1 - 2220 18 17 14 13 10 8
4 3 2 1 — 2119 18 15 14 i1 9
6 5 4 3 2 - 21 20 17 16 13 11
8 7 6 5 4 2 - 22 19 18 15 - 13
9 8 7.6 5 3 1 - 20 19 16 14
12 11 1o o 8 6. 4 3 - = 22 19 17
13 - 12 11 10 9. 7 5 4 1 — 20 18
6. 156..14- 113 12 10 .8 7 4 3 -~ - 21
18 17 16 15 14 12 10 9 6 5 2 -

Después de inspeccionar la tabla, vemos que cada elemento no nulo de Zag
aparece el mismo nimero de veces —cinco en concreto, en concordancia

con la férmula '
k{k~1) _11x10 5

m—1 22
Por lo tanto, log pardmetros del 2-disefic asociado son v = 23, k=11y
g =&, S ‘ - : R

Ejercicios 6.4 : b

1" jCudles de los siguientes son conjuntos diferencia?

) {23,511} en Zu, (i) {0,1,3,5} en Zys,
(i) {3,6,7,12,14)} en Zo. '

2 Repetir el ejemplo anterior sustituyendo 23 por-11y después por 31.
Formular una conjetura sobre los pardmetros del disefio asociado si m es
un primo de la forma 4n 4+ 3. - : C

3 Demostrar que si K es un conjunto diferencia en Z,,, también lo es
K + 4 para cada i de Z,,. Deducir que siempre se puede suponer, si se
desea, que un conjunto diferencia contiene tanto al 0 como al 1.

-
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4  Demostrar que con el método dado en el ejemplo puede construirse
un sistema de Steiner triple (egjercicio 4.7.3) con siete objetos. Demostrar
que esta. es, esencialmente, la Unica manera de construir un SST con siete
objetos. [Indicacidn: los tres bloques que contienen un objeto dado deben
contener los siete objetos entre ellos.]

6.5 Cuadrados latinos

Supongamos que hemos de planificar un experimento agricola para probar
cinco nuevos tipos de fertilizante en un campo de. forma cuadrada.
Podriames dividir el campo en 25 cuadrados y aplicar los fertilizantes

segln el esquema

S oa
o= Q
Q:’f@j@
SIS

Do W o

E A D B (C

Hemos dispueste cada fertilizante exactamente una vez en cada fila y.
cada columna, con la pretension de que ciertos efectos {como la direccidn

dominante del viento) resulten minimizadas.

Definicidn. Un cnadrado latinoe de orden n es una tabla n X n en que

cada uno de n simbolos aparece una vez en cada fila.y una vez en cada

columna.

Bi etiquetamos las filas y las columnas del cuadrado T, el simbolo en
la fila ¢ ¥ columna j se indicard por L4, 7). En la discusién que sigue, las
etiquetas de las filas y columnas serdn los elementos de Z,,, ¥ los simbolos
serdn también elementos de Z,,. ’

Teorema 6.5.1. Para cada m > 2, la tabla m x m definida por
L) =i+ (57 € Gm)

es un cuadrado latino. - ”




e e b g o i i e

144 Aritmética modular

DEMOSTRACION: Supongamos que los simbolos en las posiciones (4,7) e
(4,7 } son el mismo. Entonces :
i+g=L0,5) =L, =i+
Ahora bien, Z,, contiene el elemento —i, y al afiadirlo a ambos lados
de la acnacién se obtiene j = j'. Por lo tanto, cada sfmbolo aparece
como méximo una vez en la fila ¢, y dado que hay m simbolos y m
posiciones, cada simbolo aparece exactamente una vez. Un argumento
andlogo funciona para las columnas. En consecuencia, L es un cuadrado
latino. 1

El tecrema demuestra que al menos existe un cuadrado latino de un
orden dado. Por-supuesto, el cuadrado latino que hemos construido en el
teorema no es més que la “tabla de sumar” de Z,, {véase ejercicio 6.2.1),
v el hecho de que podamos hallar un cuadrado latine de esta manera no
es especialmente excitante. De hecho, es facil construir cuadrados latines
por tanteo.

Un problema algo mas dificil es hallar pares de cuadrados latinos del
mismo orden que sean, en un cierto sentido, tan diferentes como sea
posible. Decimos que dos cuadrados latinos Ly y Lo del mismo orden
son ortogonales si, para cada par ordenade de simbolos {k, k') existe
exactamente una posicién (¢,7) para ia cual

Ll(‘i!.,j) = k‘, Lz('l, j) = k’.
Par ejemplo, en los cuadrados Iatinos
4 B 'C D A B ¢ D
B A D C ¢ D A B
¢ D A B D ¢ B A
D ¢ B A B A D C

cada uno de los 16 pares (A A} (A B)
16 posiciones.

En 1871 BEuler propuso el siguiente problema, Se tienen 36 oficiales de
sels rangos diferentes en seis régimientos distintos: jpueden disponerse en

., (D, D) aparece en una de las

&
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un cuadrado de forma que en cada fila y cada columna haya un oficial de
cada rango y un oficial de cada regimiento? En lenguaje moderno, Euler
buscaba un par de cuadrados latinos ortogonales de orden seis. No fue
capaz de resclver el problems y ahora sabemos que no existe ningtin par
de este tipo.

Aunque el problema de Fuler muestra que no es sencillo encontrar
cuadrados latinos ortogonales, existe una construccidén muy til basada
en las propiedades aritméticas de Z,, si p es primo.

Teorema 6.5.2. Sea p un niimero primo y ¢ un elemento no nulo de Zy,.
FEntonces la regla

(ij}*ti-}—j (ijEZ)
define un cuadrado latmo Mas atin, si t # u, los cuadrados Iatmos Liy
L., son ortogonales: :

DEMOSTRACION : Para demostrar que Ly es un cuadrado latino pbdemos
utilizar el mismo método que en el teorsma anterior. Por ejemplo, si
Ly{i,7) = Li(i',7), entonces ¢ + 3 = ti’ + 7, y al ser ¢ inversible en
7, se ilene que ¢ = ¢. Un argumento similar demuestra que g = 4" s
Li(i,5) = L, §').

Para demostrar que los cuadrados Ly y L, son ortogonales si i §é u,
supongamos que existen dos posiciones distintas (zl, 71) y (ia, jo} teles que
Ly y L, tienen los simbolos k y k& respectivamente en cada posicién. Fs
decir, .
uty -+ j1 =k,

Ulyg + o = k.

til Jf.?l = k:
t‘iE +32 = ka

Resulta gue

tin—dz) =ja— 1,  ulls —d2) =2 —J1.

Si 4y — i = { estas ecuaciones implican que js — j; = 0, de forma que las
posiciones (i1,71) e {42, 2} son la misma, contrariamente a la hipétesis.
En consecuencia, 41 — 42 5 0 e 43 — 42 tlene un inverso en Z;. Ea este caso
podemos resolver las ecuaciones en t y u y se llega a

b (i — i) (G — 1),
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En otras palabras, si insistimos en que ¢ # u, los simbolos k y &' sélo-

pueden sparecer conjuntamente en una Gnica posicidn y Ly y L, son
ortogonales. ) I ’ |

¥n general, decimos que el teorema proporciona un conjunto de p—1
cuadrados latinos de orden p. mutuamente ortogonales para cada primo
p. Por ejemplo, si p = 3 se obtienen los cuadrados

le LZ:

.[\3 = O
O B2
DD
[l S
| R R
O o= b

Fjercicios 6.5

1 Una baraja de cartas (francesas) contiene cuatro jotas, cuatro reinas,
cuatro reyes y cuatro ases, uno de cada color —corazones, fréboles,
diamantes v picas—. Expliquese cémo disponer estas 16 cartas en’un
cuadrade 4 x 4 de forma gque cada fila contenga una carta de cada color y
una. carta de cada denominacién. Interprétese el resultado en término de
cuadrados latinos.

2 Utilizar la’ conséruccién del teorema 6.5.2 pera obtener cuatro
cuadrados latinos de orden 5 mutuamente ortogonales.

3 ;Por qué no es posible usar .l método del teorema 6.5.2 para hallar

tres cuadrados iatmos de orden 3 mutuamente ortogona.les? Hallar tres
cuadrados de este tlpo por tanteo.

4 Sea ‘
’ '$1 :Eg I3 Tpn—1 Tn

la primera ﬁla de una tabla n x n y supongamos que cada fila se obtiene
a8 partir de la anterior por un desplazamiento ciclico de r posiciones, de
forma que la segunda fila es

Lr+1 Ttz Trg3 oo Trei Ty
y asi sucesivamente. Dado un n fijo, jpara qué valores de r esta

construccidn da lugar a un cuadrade latino? . .

-1
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6.6 Ejercicios diversos

1 Determinar todas las soluciones posibles de las congruencias

(i) 5z=1 (mod11), (i) 5z=7 (mod 15).

2 Demostrar que 192 837 465 564 738 201 es divisible por.11 sin hacer la divisidn.

3 Demostrar que la congruencia ez = b (mod m) tiene solucién en = si, y sdlo si,
b es un multiplo de med{a, m).

4 Resolver las ecuaciones

(1) bz=12 en Zi3, (i) 22 —x—1=0 en Zy.

5 ;Cudl es la Wtima cifra de la representacién en base 10 de 7997

6 Usar el hecho de que 1001 = 7 x 11 x 13 para construir una prueba de
divisibilidad por 7, 11 o 13 parecida a la de “borrar nueves” ¥ 2 la prueba de
divisibilidad por 11 def ejercicio 6.1.4.

7 Hallar los inversos de ‘ )
(1) 6 en Zn, (11) 6 en Z17,
(lll) Jen Zw, (]V) 5en Z-lg.
8 Simcd(r,m) = 1, ulilizar la demostracién del toerema 6.3.1 para formular un

método practico (basado en ei algoritmo de Euchdes) para hallar el mverso de r
en 7,

9 Demostrar que si med(rny,mq) = 1, entonces existe una solucién en z de las
congruencias . .
z=0 (mod ™my), Tz =ay (mod mz).

Demostrar que dos soluciones cualesquiera son congruentes mddulo myms.

10 Enunciar y demostrar una generalizacién del ejercicio anterior con n.

congruencias simultdneas (se conoce con el nombre del teorema chino del resto).

11 El teorema de Fermat implica que, pa,ra cada primo p > 2, se tlene 2P 1=
1 (mod p). Hallar el minimo p para el cual -

271 =1 {mod p?).

12 BSea F = Z3 x Z; en otras palabras, F es el conjunto de los pares ordenados
{z,y) con z ey de Z3. Se define una operacién @ en F' mediante la regla

(T1,11) ® (B2, v2) = (2122 — Y137, 2192 + Z2U1),
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donde las operaciones de la derecha. tienen el significado habitual en Zs, Den;ostrzu_*
que todo elemento de F' salvo el (0, 0) tieneun: inverse respecto de la operacidn &.

13 Determinar para qué valores de k en el intervalo 2 < k < § existe un conjunto
diferencia de tamafio k en Zir.

14 Sea S el conjunto de los cuadrados no nulos de Ziy3 y T el conjunto de los no
cuadrados no nulos. Comprobar que el resuitado de aplicar la construccién ciclica
a S y al mismo tiempo & T es un 2-disefto con pardmetros (13,6, 5).

15 Demostrar que si S es un conjunto diferencia en 4, también lo es 74, — 5.
Calcular los pardmetros del conjunto diferencia complementario en funcién de los
del primero.

16 Determinar el valor de # para que el conjunto {1,5,24,25,27,z} sea ua
conjunio diferencia en Zs;. :

17 Sea B un 2-diseiio con pardmetros (v, k,ry) que proviene de un conjunto
diferencia en Z,. Demostrar que dos bloques cualesquiera de B tienen en comun
exactamente 1o elementos.-

18 Consteuir un par de cuadrados latinos ortogonales de orden 8.

19 Se puede suponer (sin pérdida de génera.lidad) que la primera fila de un
cuadrado latino de orden nes L,2,3,...,n jDe cudntas maneras puede llenarse
la segunda. fla?

20 Sea S el conjunto de los bloques de un sistema de Steiner triple en el conjunto

{1,2,...,n} (glercicio 4.7.3). Demostrar que la siguiente regla define un cuadrado
latino: o ' ‘
. ) i sii=7;
?‘ =
Tk sii£d,

donde {i, 7, k} es el tnico blogue de S que contiene a1y 7.

Parte IT Grafos y algoritmos

En esta parte del libro discutiremos problemas gue pueden resolverse paso
a pago. Muchos de estos problemas pueden deseribirse en términos de un
“grafo” o de una “red”; por este motivo, dedicaremos algin tiempo a
estudiar propiedades de estas estructuras,

La Parte I cubre, esencialmente, los prerrequisitos para leer esta pa.rte
Casi todos los cilculos se hacen tinicamente en el conjunto Z de los enteros,
pero en el capftulo 12 serd conveniente conocer las propiedades aritméticas
elementales de los conjuntos de los nimeros reales y complejos que se
denotan, respectivamente, por R y C. Aqui y all4 se utilizan resultados
muy sencillos sobre matrices. .

En el apartado 7.2 se describen algunas notaciones del lenguaje de
programacién Pascal, aungue no se pretende dar los detalles necesarios
para la construccidn de un programa en Pascal efectivo. Para estas
cuestiones, remitimos al lector al libro del autor Introduccidn o lo
computacién con Pascal. El tratamiento que se da aqui es compatible con
el de ese libro, pero independiente de &l
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7.1 ;Qué es un algoritmo?

Para dar una definicidn totalmente satisfactoria de lo que es un algoritmo,
tendriamos que adentrarnos profundamente en el terreno de la Idgica
matemética. Pero la idea es tan sencilla y tan natural que un enfoque
informal es suficiente para nuestros propdsites. En sus origenes, la palabra
“algoritmo” se utilizé para los procedimientos bisicos de la aritmética
elemental, como la suma y la multiplicacién. Un nifio que sepa sumar es
capaz de calcular la suma de dos enteros positivos en base 10. El nifio
no tiene por qué entender la base ldgica del procedimiento; todo lo que
necesita es llevar a cabo los pasos correctos en el orden correcto.

Informalmente, podemos decir que un algoritmo es una sucesién de
instrucciones. La persona o la médquina encargada de realizar el algoritmo
tiene que efectuar cada una de las instrucciones en el orden exacto. Un
algoritmo se basa siempre en ciertas consideraciones. Por ejemplo, los
algoritmos bésicos de la aritmética (tal como se emsefian a los nifios)
trabajan con entercs escritos en base 10. Dependen del hecho de que Ia
suma. y el producto de dos enteros de una cifra es un entero con dos cifras
como méximo, de manera qgue los nifios pueden aprender “de memoria”
las tablas para las operaciones de una cifra;

Para estudiar estos algoritmos con mds detalle es conveniente dar las
siguientes definiciones: para cada entero m en el intervalo 0 < m < 99,

sea t{m) la cifra de la decena y u(m) la cifra de las unidades de m. Por’

ejeraplo, £(73) = 7 y u(73) = 3. Formalente, si
m=10t+u, (0<t<9 0<u<9),

entonces £(m) = ¢ y u(m) = u. Utilizando esta notacién, es posible dar
una descripcidn precisa de algunos algoritmos elementales.
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Ejemplo. Sean a y b dos enteros de n cilras en su representacién en base
10 v sea s = ¢ + b. El algoritmo para calcular la representacion en base 10
de s suele llevarse a cabo.como en el siguiente ejemplo.

7 8 1 53 a(enbasel0)

+ 3 7 4 29 b(en base 10)
1 10 0 1 (cifras de acarreo) 3
1 1 5 5 82 s{enbasel0) t

Obtener las formulas para calcular lag cifras de s en el caso peneral
utilizando las notaciones t y u introducidas anteriormente.

SoLucidn: El método en el caso general es como sigue:

.. Op-1 Gp-2°°° @2 a1 ¢p &

4 bp_q bpo--- by b bp b

Cn  Cn-1 R (cifras de acarreo)
Sy Sp—1 Sp-z 7 82 51 Sg 8 :

{Nétese 'qule 8, puede ser cero.) En el primer paso sumamos ag y bg,

definimos sy como las unidades del resultado y “nos llevamos™ ci, las

decenas de la respuesta. Es decir,
8p = ?.L(Cbg -+ bg), cp = i‘(ao 4 by).

En ¢l segundo pasoc caleulamos a1 + by y le sumamos ¢;; las unidades del

resuitado dan s; v las decenas co. Proseguimos de esta forma calculando

para cada £ en el i-ht_ervalo 1 <4< n—1 las cifras

s;=u(eg Fb+a), i = tlas b+ )

Finalmente, hacemos s, = Cn. . ) . [

El ejemplo ilustra el hecho de que un algoritmo debe considerarse en un
contexto especifico. En este caso, el contexio es una persona ¢ue conoce
las tablas para sumar y multiplicar enteros pequefios. Fste conocimiento

podria residir ef su memoria o en un.manual de tablas.
=
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Ejercicios 7.1

1 El siguiehte esquema describe el algoritmo habitual para multiplicar
un entero = de n cifras por un eniero de una cifra ¥ en base 10.

Tn_t Tn-2+* %3 Ty Zp T
x ¥ vy

Ch  Cpi N ] (cifras de acarreo)
Pn Pnil Pn-2'+ D2 DPi Po y

Obtener las férmulas que determinan las cifras de zy v las de acarreo.

2 DExplicar con detalle cémo extender el algoritmo descrito enel ejercicio 1
para obtener el algoritmo de multiplicacién entre un entero de n cifras y
otro de m cifras (n > m > 1).

3  Suopngamos que una méquina puede realizar las siguientes fareas:

(i) sumar 1 a un entero;
(ii) restar 1 de un entero;
(ili) decidir si un entero es cero.

Sea m un entero y n un entero no negativo. Escribir un algoritmo que
indique a la maquina cémo calcular m + n. (Puede suponerse que la
méquina es capaz de almacenar los cdleulos intefmedios v acceder a ellos
en cualquier momento.) o

7.2 El lenguaje de los programas

Con el desarrollo de los ordenadores, muchos de los algoritmos se disefian
para ser utilizados por una méquina y no por seres humanos. Por este
motivo solemos describir los algoritmos en una especie de taquigrafia,
mezclando lenguajes de programacion, el lenguaje comin y la notacidn
matemdtica. El lenguaje de programacién gque usamos en este libro es

Pascal, ya que su uso en la ensefianza estd muy extendido y los lectores

tendran probablemente alguna familiaridad con él. De todas maneras, no
necesitaremos més que algunas de las construcciones bésicas de Pascal y
éstas las describimos completamente.

Es 1til pensar en un ordenador “modelo” que almacena los datos en
una serie de “cajas”. Cada caja tiene el nombre de un identificador ¥
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contiene un valor. En un cierto instante, los identificadores y los valores

podrian ser los siguientes:

Identificador: . x v =z a b ¢
Valor: 17 & 45 67 8 -6

Tos identificadores, los valores v las notaciones gue sean parte del lenguaje
Pascal se distingunirdn por el uso de la letra “médquina de escribir“_ (como
en el ejemplo anterior). En este ejemplo, el valor de cada identificador es
un niimero, pero podria ser de otro tipo.

F. el contexto de este modelo, las reglas para 11evar a cabo cualquier
algoritmo pueden expresarse en términos de un mimero notablemente
reducido de instrucciones sencillas. La mds importante de todas es la

instruccidn de asignacién que, en Pascal, se denota por el simbaolo :=.

Por ejemplo, la instruceidn
x = b2

asigna el valor 52 al identificador x, mientras que el valor previp (27 en el
gjemplo aﬂtérier) se pierde. El objeto que va a continuacién del simbolo :=
no tiene por qué tener un valor concreto; puede ser cualguier expresidn que
tenga un valor bien definido en el momento de la asignacién. Por gjemplo,

las siguientes instrucciones de asignacién son vélidas:

X:=y | Xi=xtl X:=y-Z
En el primer ejemplo se asigna a x el valor actual de y {mientras que
y conserva su valor). En el segundo ejemplo, se toma el valor de x, se
incrementa en 1 y este nuevo valor sustituye al antiguo. En el tercer
ejemplo, se evallia la expresién y-z y se asigna su valor a x.

Una sucesién de instrucciones puede imitar los pasos a seguir en el
desarrollo de una férmula matemética. Este es, quiz4, el tipo de algoritmo
més sencillo. Por ejemplo, el signiente método calcula el nimero de
2-subconjuntos de un n- conjurto mediante la férmula n(n — 1)/2.
Suponemos que el valor de la “entrada” ha gido almacenado en el
identificador n y que el valor de la “salida” se almacena en el identificador

b.

x:=n; yi=x-1; X:=X¥y; b:=x div 2

8
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Los punto y coma que separan las instrucciones de asignacién nos dicen
gue una instruccidn se efectiia después de haber completado la anterior.
Podriamos pensar en el punto y coma como la instruccidn “ir a la siguiente
instruccién”. El simbolo * en Pascal es la multiplicacién y x div 2 es el
cociente de la divisién de x entre 2. Si nos fijamos en la secuencia de
instrucciones, vemos que a x se le asigna el valor dado de n vy que este

valor menos 1 es asignado a y; el producto de estos dos valores se as1gna
a x, se divide por 2 y se asigna a b.

Para construir programas mds interesantes hemos de permitir tipos -

de valores distintos de los enteros. Nos referimos a los valores de
verdad, denotados por cierto y falso y conocidos también como
valores booleanos. Para nosotros serd suficiente suponer que la méquina
puede asignar uno de estos valores a expresiones como y=z o x>0. El
valor asignado serd cierte o falso dependiendo de los valores de los
identificadores x, y y z en este momento. Si x tiene el valor -35 la expresién
x>0 tendrd el valor falso, pero si x es 23, entonces x>0 serd cierto.
Con esta provisién podemos introducir dos tipos de instruccicnes muy
titiles. La primera es la instruccién condicional, que tiene la forma

s8i B entonces Y si no

donde B es una expresién que puede tomar cualquiera de los valores de
verdad y Cy y Cy son instrucciones. T.a consecuencia es que si B es cierto
se lleva a cabo C'y, mientras que si B es falso se efectiia Cy. Por sjemplo,
otro método (més bien forzado) para calcular los niimeros binomiales es el
siguiente: la idea es usar el hecho de que n, 6 bien n — 1 es divisible por 2,

de modo que en la férmula n(n—1)/2 podemos hacer la divisién antes que

la multiplicacién. Utilizamos la notacién s mod m de Pascal para indicar

resto de dividir s entre . ‘Asi pues, en la ecuacién s = grn+r 0<r<m),

g corresponde & 8 div myr as mod m.

x:=n
51 (x mod 2)=1 : .
entonces inicio y:=(x- 1) div 2; m:=x fin
) si no imicio y.*x div 2; z:=x-1 fin;

br=y*z ' '

Las palabras inicie y fin se utilizan como paréntesis. Significan que

hemos de entender la sucesién de instrucciones que encierran como una
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sola instruccidn. A menudo las instrucciones alternativas Cp y Cy de una
instruccidn condicional son de este tipo. En muchos casos la instruccidn
'y es vacia, es decir, no hay que hacer nada cudndo la expresion B es
falsa. En tales casos omitirernos también las palabras si no.

El segundo tipo de instruccién que depende de si una expresién B es
cierta o falsa es la instruccién iterativa

mientras B hacer (|,

que indica al ordenador que efectie la instruccién C repetidamente
mientras la expresidn B sea cierta. La repeticién cesa inicamente cuando
B resulta falsa. Aquf tenemos, por ejemplo, otra manera de calcular el
ndmero de 2- subconjuntos de un n-conjunto utilizando el hecho de que es
igua,la.lasuma. 1+2~E~ 4+ (n—1).

A_ xi=n; y =0; z:=0;

mientras y<x—1 hacer
inicio y:=y+1; z:=z+y fin;
b:=z ’

Una buena manera de seguir la accidn de una instruccién iterativa
es-constriir una tabla de los identificadores después de cada iteracidon.
Supongamos que n tiene el valor 6; entonces los valores x, v v z que
resultan de las instrucciones anteriores son los sigulentes (tabla 7.2.1):

*,

Tabla 7.2.1

£
d
N

6 0 0
6 1 1
6 2 3
4] 3 6
6 4 10
6 5 16

Llegados a este punto, el valor de verdad de la expresion y<x-1 es falso
v la iteracién acaba.

"N

|
|
|
i
|
i
i
i
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Hay ura tltima notacién de Pascal que usaremos frecuentemente. Es
la ipstruceidn o .
para y:=r hasta s hacer C,

que tiene como consecuencia la ejecucién de la mstruccién ¢ para cada
valor de y entre r y s. Es més unia abreviatura que una nueva instruccién,
ya que podriamos conseguir el mismo efecto con la construccidn iterativa
mientras-hacer, tal como se muestra a continuacién:

yi=r;
mientras y<s+l hacer
inicio C; y:=y+l fin

Ejercicios 7.2

1~ Los valores de los identificadores x, y y z son inicialmente 46, 23 y 78,
respectivamente. Caleular jos valores de los identificadores después de la
giecucion de las instrucciones siguientes.

(a} x:=y+z (b) x:i=x+12 {c) 2:=2-17

2 Si los valores iniciales son como en el ejercicio 1, usar una tabla como
ia 7.2.1 para obtener log valores de x, v ¥ z después de la ejecucién de las
siguientes instrucciones.

(a) inicio x:=27; y:=13 fin
(b} inicio z:=25; x:=y-12; y:=z+6 fin

(c) inicio x:=x+28; y:=x; x!=y-14; y:=x+z fin

3 Los valores iniciales de x, vy y 2z son 3, 7 y 11, respecéivamente.
Hallar los valores de los identificadores después de efectuar las siguien-
tes instrucciones.

(a) 1 x>6 entonces y:=z si no y:=x

(b) si y=8 entonces x:=9

(c) mientras x<10 hacer x:=x+3

{d} mientras y<z hacer inicio y:=y+x; x:=x+1 fin
(e) mientras y>z hacer imicio y:=y+x; x:=x+i fim
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7.3 Algoritmos y programas

A partir de ahora, al formular un atgoritmo emplearemos a menudo la
notacién de Pascal para las instrucciones de asignacién, condicionales e
iterativas. También serd convenjente usar palabras comunes del espafiol
y notaciones matemndticas; ambas se escribirdn en cursiva para indicar
que no forman parte de Pascal. El lector que haya sstudiado Pascal no
tendra ninguna dificultad en traducir estos “programas™ en versiones que
funcionen correctamente en un ordenador.

Come ejemplo, recordemos el algoritmo del 'Lpartado 1.5 para calcular
la representacién binaria rerg—y...70 de un entero positive m. Tl
procedimiento para obtener las sucesivas cifras binarias y el valor de &

puede describirse de'la siguiente forma.

1:=0; qremg
mientras ¢>0 hacer
inicio
r; es el resto de dividir g entre 2;
el nuevo g es el cociente de dividir el antiguo g entre %;
ir=i+1 '
fin;
k:=i-1

Las lineas en cursiva pueden traducirse en Pascal efectivo utilizando los
operadores mod y div descritos anteriormente y un método apropiado para
representar la, sucesién de restos. Los detalles de la codificacién en Pascal
(lo que habitualmente se conoce como una realizacién del algoritmo) no
son relevantes en este caso, aunque naturalmente es buenoc saber que existe
una realizacién efectiva.

Es un hecho notable que cualquler algorltmo que pueda reducirse a
una sucesién definida de operaciones logicas y aritméticas es expresable
en términos de instrucciones de asignacidn, condicionales e iterativas.
La programacion estructurada se basa en este hecho. Un algoritmo muy
importante que ilustra la elegancia de la notacidn estructurada es el
algoritmo de Euclides descrito en el apartado 1.7 para hallar e med de dos
gnieros positivos. Si almacenamos los dos enteros en los identificaddres
v t, el algoritmo puede describirse asf: i

o
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x:=8; y:=t;

mientras y>0 hacer
sustituir (z,y) por (y,r)} siendo v el resto
‘de dividir x enire y;

el med es el valor final d,'e x

Esto podria realizarse en Pa.scal del 51gu1ente modo:

X:i=8; yi=t;

mientras y>C hacer

inicio z:=y; y:=x med y; x:=z fin;
di=x ' o

El identificador z se introduce para guardar temporalmente el valor
antiguo de y mientras se calcula el nuevo. El método tabular introducido
en el apartado anterior es una buena ilusiracién de cémo funciona.
Supongamos, por ejemplo, que los valores de s v © son 2406 y 654; entonces
los valores de x, vy v = después de cada iteracién son los que se muestran
en la tabla 7.3.1.

Tabla 7.3.1

X y z

654 444 6564
444 210 444
210 24 210
24°-- 18 24
- 18 6 18

Llegados a este punto, y vale 0, la expresién y>0 resulta ser falsa y la
iteracién acaba. Fl valor final de x se asigna al 1dent1ﬁca,dor d, es decir 6,
v este es el med de los valores iniciales.

Ejercicios 7.3
1 Tabular los valores de x y yzen la reahzacmn del algontmo de Euchdes

si los valores iniclales de s y & son 725y 441,

2 ;Cudl es el valor de resp caleulado por el mgmento algoritmo?
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suma:=0;

‘para i:=1 hasta 17 hacer
sum:=sum+i;

resp:=suma

3 S8ea S={z1,Zo,...,Tn} un conjunto de enteros. Explicar en lenguaje
comin cémo caleula el minimo de § el siguiente algoritmo:

yi=m1
para j:=2 hasta n hacer
si ¥ es mayor que T; entonces yi=T;;

mi=y-

4 Construir un algoritmo que, dado un conjunto S como en el ejercicio
3, asigne el valor 1 al identificador z si § posee dos elementos iguales v 0

en otro caso.

7.4 Demostracién de que un algoritmo es correcto

Los algor;tmos son parte de las matemdticas y serfa deseable poder dar
demostraciones convincentes de su correccién, tal como hacemos con los
teoremas. En este apartado discutimos algunos de los problemas que
surgen y algurms de los argumentos que pueden utilizarse en casos muy
sencillos. |

El primer problema gs que puede ser dificil decidir si un algoritmo
produce un resultado razonable Consideremos por egjemplo el siguiente
alg;omtmo que pretende asignar un valor a b si n tiene un valor positive
entero dado.

X:=n;
mientras x>1 hacer

si =x mod 2=0 entonces x:=x div 2
: ‘si no x:=bxx+l;
br=x

Sin es 3, los valores sucesivos de x calculados por el algoritmo son

3168421
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Ilegados a este punto la iteracién acaba, ya que la expresion x>1 es falsa,
v se asigna el valor 1 a b. Pero si n es 5, la sucesién de valores empieza por

5 26 13 66 33 166 83 416 208 104 52
y el siguiente valor es 26 que ya ha aparecido antes. Asi pues, la sucesién
26 173 66 33 .166 83 416 208 104 52

se repite indefinidamente ¥ b no recibira nunca un valor. Tenemos un
ejemplo de un procedimiento que no debiéramos considerar como un
algoritmo, ya que es posible que nunca produzea un resultado.

¥l problema de demostrar que un algoritmo siempre acaba se conoce
normalmente como el problema de la terminacidn. Si tratamos con
nimeros enteros, hay una propiedad fundamental que puede ayudarnos
en este problema: el axioma de la buena ordenacidn, que puede formularse
(apartado 1.2) como sigue.

Todo subconjunto no vacio S de N posee un minimo.

Para ver cémo aplicar este resuitado para demostrar que un algoritmo
acaba, supongarnos que tenemos un identificador y que toms valores
enteros g, ¥1,..., ¥ tal que cada valor es estrictamente menor que el
precedente. El axioma de la buena ordenacién nos garantiza que existe
un valor g que no es de N. En efecto, o bien 1o ya no es de N, o bien el
conjunto S de valores que son positivos no es vacio. En este dltimo €250,
S tiene un minimo y;; entonces g1 no es de 8, ya que es estrictaménte
menor que Y, y concluimos que 449 no es de N.

Este argumento prueba el hecho (intuitivamente evidente) de que si Eos
valores de uni identificador y forman una sucesion de enteros estrictamente
decreciente, podemos estar seguros de que alguno de los valores serd cero
{0 negativo) después de un niimero finito de pasos. Equivalentemente, la
expresién y>0 serd eventualmente falso. Por ejemplo, en la versidn que
dimos det algoritmo de Euclides en el apartado anterior, cada nuevo valor
de ¥ es estrictamente menor gue el valor anterior, ya que es el resto de
dividir este dltimo entre x. Por lo tanto, podemos estar seguros de que
y serd cero eventualmente y de que el algoritmo acaba necesariamente.
Incluso si el algoritmo acaba, debemos ain demostrar que es “correcto”,
es decir, que produce la respuesta deseada. En el siguiente ejemplu se
explica una técnica que funciona a menudo.
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Al hablar de algoritmos es habitual utilizar el término caso para
referirse a un ejemplo especifico del problema. Si el problema es la
multiplicacién de dos enteros positivos, un caso tipico es el par (7631, 205).
Serfa razonable utilizar el ndmero de cifras del mayor de los nimeros como
-una medida del tamafio de un caso, de forma que ¢l tamafio del caso
(7631,205) serfa 4. :

Para, medir ¢l esfuerzo acostumbramos a contar el nimero de
operaciones significativas que efectiia. el algoritmo. Por ejemple, si
utilizamos el algoritmo de multiplicacién ordinario, para un caso de
tamaifio n necesitamos como mucho 72 multiplicaciones de una sola cifra
{y algunas sumas y acarreos), de modo que podemos decir qie la eficiencia
del algoritmo es n?. Por otra parte, el algoritmo habitual para calcular la
suma de dos enteros positivos necesita como mucho n operaciones de una
sola cifra. {y algin acarreo), asi que podemos decir que su eficiencia es n.

En general, el anélisis de un algoritmo comporta tres etapas:

(A} deseribir el algoritmo con exactitud;
(B) definir el tamaifio de un caso, digamos n;
(C) calcular f{n), el nimero de operaciones necesarias.

Iste tipo de anélisis lleva consigo una cierta subjetividad en varios puntos.
iCudl es la “mejor” medida del tamano de un caso? ;Cudles de las
opéraciones que intervienen son més significativas, en oposicién a aquellas
que requieren relativamente poco esfuerzo? Para ilustrar los métodos
que pueden usarse, discutiremos con detalle el algoritmmo para hallar la
representacion binaria de un entero positivo dado en expresién decimal.
Seguiremos las tres etapas que acabamos de exponer.

(A) El algoritmo se basa en la divisién por 2 reiterada. Para un entero
positivo m, calculamos -

: m =25+ g

go = 2q1 + 13

Gk~1 = 2¢x + Tk
Los restos 7; son todos 0 o 1 y nos detenemos cuando g, = 0. La
representacién binaria buscada es la sucesién rpri_y . .. rirp. El algoritmo
se describe con exactitud en la pagina 168. :
(B) Hay dos posibles medidas del tamafio de un caso. Podriamos usar
el propio valor de m, pero seria més razonable usar el niimero n de cifras

R

:

7.5 Eficiencia de los algoritmes 165

de m. Esto se debe a que necesitamos teclear fnicamente n veces para
escribir el ndmero m: si

M = (Tp_1%n2 . . . £120)10,

entonces m estd entre 107~ y 10 ~ 1, con lo gue n—1 es la parte entera
de logyo e, qize escribiremos |log,y m]. (Si z es un niiimero real cualquiera,
el simbolo |z] denota el mayor entero 4 tal que i < x.) Por lo tanto, el
nimero n de cifras decimales de m viene dado por

n={log;om] + 1.

(C) La operacién mds significativa es la divisién por 2 y el algoritmo
la leva a cabo &k + 1 veces. Este es también el ndmero de cifras en Ia
representacién binaria de m, de mode que el mismo razonamiento nos da

La teoria elemental de los logaritmos nos dice que : | B
=(3.3219- -} x log,o m,

de donde el ndmero de operaciones, k£ + 1, es aproximadamente 10n/3
(como funciéa de n).

Consideraremos suﬁczente una, férmula aproxlmada. para la eficiencia
de un algoritmo ya que interess mds predecir su comportamiento en casos
grandes que los detalies (que, en cualquier caso, dependerin de factores
externos).

En este ejemplo pa:rtlcu]ar todos los casos con n cifras decimales
requieren aproximadamente el mismo mimerc de operaciones. En otros
problemas, el esfuerzo necesario puede variar considefablemente para
distintos casos del mismo tamafio. En tales circunstancias, acostumbramos
a ser pesimistas y consideramos el case peor de enire los casos de un
tamafio dado.
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Ejercicios 7.5 -

1 Supongamos qug queremos calcular- el minimo de un conjunto finito

de enteros {z1,%a,-- ., Ty, } mediante el algcrltmo descrito en el ejer{:1c1o

7.3.3.
(i) Sugerir una buena medlda del tamafio de un caso.
(ii) ;Cuéntas comparaciones son necesatias?
(iii) ¢Cudl es €l caso peor respecto del nimero de mstrucmones de

asignacion necesanas‘?

2 La regla para multiplicar dos —n_timeros complejos es
(a+ib}(c+id) =z + 1y, .

donde z = ac— bd e y = ad + be. Esto reduce el problema a cuatro
multiplicaciones de nimeros reales, una suma y una resta. Demost];a.r que
es posible redefinir la regla de forma que sélo sean necesarios los tres
productos a X ¢, b x d y (a+b) x (c+d}. ;Cudntas sumas y cudntas restas
son necesarias con este método?

3 La tabla 7.5.1 nos da ‘el nfimerc de pasos necesarics para, hallar
med(a, b) mediante el algoritmo de Fuclides para a = b>lya<b

(i) Extender la tabla hasta @ < 13.

(i) Para cada n entre 2 y 5, hallar el minimo par (a,n, by} que reguiere

n pasos. -
(iil) Sugerir una regla para haglar el par (a,,b,) en general e intentar
demostrarla
Tabla 7.5.1
b a=1 a=2 a=3% a=4 a=5 -
1 1 1 1 1 1
2 1 1 2
3 o 1 2 3
4 1 2
5 ' 1
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7.6 Ordenes de crecimiento: la notacién 0.
La discusidén del apartado Emtériof nos ha dad:o.una idea bastante clara del

significado de la palabra “eficiencia” en el contexto de log algoritm@s. A
partir de ahora, convendremos en que la eficiencia de un algoritmo es el

mimero f(n) de operaciones (de un tipo determinado) que son necesarias

para un caso de tamafio n, en el peor de los cases. 7

Es instructivo fijarse en los datos nuréricos que reiacionan la eficiencia
de un algoritmo con el tiempo necesario para ejecutarlo. Supongamos que
tenemos una maquina ‘que efectia un millén de operaciones por segundo
y un algoritmo cuya eficiencia es f{n). La tabla 7.6.1 nos indica el tiempo
requerido para varias funciones usuales f y varios tamafios de n.

Tabla 7.6.1

fin) n'=20 n=40 = n=60
n ©0.00002 5 £.00004 5 0.00006 s
n? 0.0004 s 0.0016 s 0.0036 s

n? 0.008 s .0.064 s . 02185

n 1.0s 12.7 dias 366 siglos .

Un ejemplo de un algoritmo que requiriese 27 operaciones serfa uno que
debiera examinar todos los 2™ subconjuntos de un conjunto de tamafio n.
Es evidente que un tal algoritmo no es muy practico y seria aconsejable
buscar un algoritmo alternativo que necesitara tinicamente un nimero de
operaciones del orden de n? o n®. Se dice que un algoritmo es “polinémico
en tiempo” sl requiere nc\ operaciones (donde € > 1 es una constante),
mientras que uno que requiera ¢ operaciones (¢ > 1) es un algorltmo

“exponencial en tiempo”.

Pasamos & introducir una notacién matemética muy ut11 para estimar
la. eficiencia de un algoritmo. Al describir cémo el niimero de operaciones
f{n) depende del tamafio n, podemos ignorar contribuciones relativamente
pequenias. También podemos pasar por alto caracteristicas especiales que
se preducen si n es bastante pequefio. Lo que inkeresa es estimar el orden
de crecimiento de f(n), vdlido para todo n salvo quizd para un ndmero
finito de valores especiales. La siguiente definicién resulta adecuada para
tal propdsito.
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Definicidn. Sea f una funcién de IN en IN. Decimos que-

Jln) e O(g(n))

si existe una constante positiva k tal que f(n) < kg(n) para todo n de-

N (con la pesibilidad de un némero finito de excepciones). El simbolo
O(g(n)) se pronuneia “o grande de g(n)”. '

Supongamos que hemos haliado que el ntimero de operaciones utilizadas
por un cierto algoritmo es 3n® + 2002 4 5n+ 11. Como n < n3 y n? < n?,
tenemos la desigualdad -

303 +20n2 4+ 5r+ 11 < (3420 4+ 5+ 1),

Como el término de la derecha es un multiplo constante de n®, podemos
decir que la eficiencia del algoritmo en este caso es O(n®). Simplificando,
la notacién O escoge el término méas importante de una expresién € ignora
los factores constantes. De esta forma se obtienen estimaciones como

n?+ 1M +3 e O(n?),
2" +3n° 4120 &8 O(2).

Hay un pér de aspectos de la notacién O que pueden cansar dificultades.
En primer lugar, no debiéramos escribir ecuaciones del tipo f(n) =
O{g{n)), ya que puede conducir facilmente a la conclusién (falsa) de que
g(n) es O(f{n)). En segundo lugar, cuando decimos que f(n) es O(g(n)), se
deduce a, veces que g(n) es la “mejor” estimacién de f(n), aunque esto 10
forma parte estrictamente de la définicién. Por ejemplo, es perfectamente
correcto decir que la expresién n? + 17n + 3 es O(n?), en Iugar de O(n?}.
Por este motivo, a veces decimos que n? + 17n -+ 3 es como minimo O(n?)
¥ queda implicito que no existe una estimacion mejor. ' -
Ejercicios 7.6 | , \

1 Hallar una funcién g(n) (de la forma A®) tal que f(n) sea O(g(n)) en
cada uno de log siguientes casos: ‘ ‘

i n) = Y, n3
o Jm=(3) 6 7= 2L,
{111)'f(n)${_2f(ﬂ*1) g:g () f()=n! |

“es O(n*). Demostrar que la expresién no es O(n
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2 Demostrar que para cualesquiera constantes positivas Cy, Cy, ..., Cy,
1a expresion _
00+C1H+an2+-“+cknk

k:-vl)_

3 Supongamos gue un algoritmo requiere n pasos en el peor de los casos
de tamafio n y que en el i-ésimo paso (1 < i < n) requiere i? operaciones.
Demostrar que la eficiencia del algoritmo es O{n®).

4 Cuando decimos que una expresién f(n) es O(nlogn), jpor qué es
innecesario especificar la base de los logaritmos?

7.7 Comparacion de algoritmos

Generalmente dispondremos de varios algoritmos para resolver un pro-
blema dado. A veces el algoritmo mds directo es adecuado en la préctica,
pero a menudo deberemos buscar algoritmos mejores para resolver casos
de mayor tamatio. En este contexto, una eficiencia que sea Oflogn) serd
mejor que O{n) y O(n®) es mejor que O(n®) si a < b. Por ejemplo, el
ntmero de multiplicaciones de una cifra que intervienen en el algoritmo de
multiplicacién de dos enteros es O{n?), pero existe un algoritmo mejor cuya
eficiencia es O(n1-®?) (véanse los ejercicios 7.9.5 ¥ 12.7.9). En este caso,
el algoritmo més eficiente es también més complicado y no es necesario
utilizarlo para célculos de rutina. Pero si hemos de multiplicar un gran
nimero de enteros grandes, el incremento en eficiencia puede compensar
las complicaciones. ‘ T I

Hustraremos estas ideas con el problema de calcular la potencia
m~ésima de un ndmero fijo u. Tomaremos come tamafo de un caso
n = {log,gm] (el niimero de cifras necesarias para representar m) y como
operaciones significativas las multiplicaciones. El método mdés sencillo
(llamémosle Algoritmo A) para calcular ™ es calcular w?,u®,...,u™
sucesivamente, multiplicando cada término por . Como esto supone m—1
multiplicaciones y m es aproximadamente 10", la eficiencia del Algoritmo
Aes O(10™).

Es facil ver, sin embargo, que hay algoritmos mejores. Por ejemplo, para
calcular 4% podriamos calcular primero uw?, v, 48, 4% multiplicando cada,
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término por sf mismo y entonces calcular

uxui=1u®, ¥ xut=u", W xul®=u®

Fn este proceso se han hecho siete multiplicaciones en lugar de las 22
efectunadas por el Algoritmo A. La idea que se esconde tras el ejemplo
puede deducirse de la ecuacién

) u23 = u16+4+2+1 — ulﬁ % ’U.'.4 % ’LLQVX .

Esto explica por qué elegimos calcular u x u® = 43, después u® x u* = o7

v finalmente w” x u!6 = 4?3, Podemos hacer la regla mis explicita si

obser.va.mos que la representacién binaria de 23 es 10111, de forma que -

23 = 1x2%5+0x2 +1x2% 41 x2 +1
16 - +4 +2 +1,

La figura 7.1 describe el proceso de cédlculo. La linea superior presenta,
de derecha a izquierda, el céleulo sucesivo de u?,u, u®, etc. En la linea
inferior se multiplica el valor acumulado por el valor de la linea superior
si la correspondiente cifra binaria es 1 y no se modifica =i la cifra es 0.

ylbag—— oy e—— pt a—— W am——u

ST

Y2 e T ~-q»—u?—=q—u3~!—_u
1 o -4 I PR 1

Fig. 7.1 Calculo de u2%.

En la siguiente descripcién del Algoritmo B, los identificadores sup
inf corresponden a las lineas superior e inferior de la figura 7.1, Obsérvese
que calculamos la representacion binaria de m a medida que procedemos.
Nétese también que, en aras de una descripcién uniforme, el programa
hace dos multiplicaciones “innecesarias”: enel casom =23 sonu x 1 =u
al principio y 416 x u!® = 43 a] final.

Cgi=m;-infi=1; sup:ieu;
mientras q>0 hacer
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inicio
31 q mod 2=1 entonces inf:= sup*inf;
SUp:=3Up*sUp; ’
g:=g div 2
fin;
potencia:=inf

Si el niimero de cifras binarias de m es L{m), el Algoritmo B efectia a
lo sumo 2m — 1 multiplicaciones. Ahora bien, L(m) es aproximadamente
logy m y hemos acordado utilizar n = [log;qm] como medida de un caso.
Asi pues, L{m) es un muitiplo constante de n y la eficiencia es O(n).
Esto es una mejora sustancial respecto del Algoritmo A; por ejemplo, para
calcular n*0% son necesarias unas 20 multiplicaciones, en higar de 999.

i Podriamos encontrar un métodoe ain mejor? Para valores concretos de
m, podemos, en efecto, conseguir alguna mejora. Si m = 15, el Algoritmo
B necesita seis multiplicaciones, mientras que cinco son suficientes:

uxu=u?, uwxu®=u o®xu®=1"

u® xu® =ul? u® xulf=als
Sin embargo, es facil ver que el Algoritme B no puede ser sustancialmente
mejorado para todos los valores de m. Esto se debe a que una nultiplicacién
no peede hacer més que doblar el mayor exponenie obtenido hasta el
momento, de modo que r multiplicaciones no pueden llevarnos mas alld de
u?", Asi pues, si m = 2"+ 1, el nimero de multiplicaciones necesarias para
calcular 4™ es al menos v+ 1, que es apreximadamente log, 7. Deducimos
que la eficiencia de cualquier algoritmo que resuelva este problema es como
minimo O{n).

E:jercicios 7.7
1 'Estimar el tiempo nedesario para calcular n!%%°%%0 wtilizando los
Algoritmos A y B, suponiendo que podemos hacer una multiplicacién paor

segundo. S . . .

2 ;Cudntas multiplicaciones son necesarias pafa caleular m mediante
los Algoritmos A v B? Hallar un método que requiera finicamente ocho
multiplicaciones. : ‘ -
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3 Utilizar las ideas del apartado 7.4 para obtener una demostraciodn de la
correccién del Algoritmo B. La demostracién ha de justificar las siguientes
afirmaciones: -
(i) el algoritmo termina;
(ii) si b,t-y ¢ denotan los valores de los-identificadores inf, sup ¥ q,
entonces bt? es invariante en la instruccién iterativa;
{iii} cuando el algoritmo termina, el valor calculado es ¢™

4 La regla para multiplicar matrices 2 x 2 es

‘ o b fE vy ax +bz ay 1+ bt

e d z t cx+dz cy-+dt )
Esto supone 8 multiplicaciones y 4 sumas. Demostrar que el célculo puede
hacerse con solo 7 multiplicaciones:

mi=(a+d)x(z+1) ms=(a+b)xt
my=(c+d)xx ms = (c—a) X {z+y)
ms=ax{y—1) my = (b—d) x (z+1).

ma=dx (z—x)

(Hay que demostrar que cada elemento de la matriz producto puede
expresarse como una suma de términos m; (1 <4 < 7).) ;Cudntas sumas
¥ restas comporta este método? ‘

.

7.8 Introduccién a los algoritmos de ordenacién

Supongamos que tenemos una lista de estudiantes en orden alfabético
¥ queremos reordenarlos segiin los resultados obtenidos en un examen.
Este es un ejemplo de un problema dg. ordenacidn. Para simplificar,
supondremos que los resultados son todos distintos, ya que si algunos de
elios son iguales las modlﬁcacmnes necesarias son sencilias. ,
Consideraremos el problema en toda su generalidad. Dada una sucesién
de niimeros enteros distintos {z1, 2, - -, wn} queremos ordenarla en orden

creciente. En otras palabras, busca.mos una permutacmn 7w del conjunto
{1,2,. .,n} tal que '

ﬂ?w(l).< Ta(2) < Tnia) < S T(nye
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En la practica no se calculs explicitamente simplemente se ordenan
ios nimeros er el orden pedido. Por ejemplo, la sucesién 7,2,9, 3 5 se
convierte en 2,3,5,7,9.

Uno de los algoritmos de ordenacién mds sencillos se conoce como la
ordenacion de la'burbuja. La-idea es comparar términos adyacentes de la
lista e intercambiarlos si estén en el orden erréneo. En ia “primera pasada’”
del algoritmo se comparan el primer y el segundo elemento, después el
segundo y el tercero, y asf sucesivamente. Cada comparacidn se refiere a
los elementos en el orden resultante de todas las comparaciones anteriores.
Por ejemplo, la tabla 7.8.1 muesira el efecto de la primera pasada en el
orden inicial 4,7,3,1,5,8,2,6.

Tabla 7.8.1

Orden inicial

[
—
%13
. oo
)
o

Después de la 1.* comparacion:
Después de la 2.* comparacion:
Después de la 3.* comparacién:
Después de 1a 4.* comparacién:

TSNS
w3 =7
.

o -3

Después de la 5.* comparacién: 7 8 )
Después de la 6.* comparacion: 2 8
Después de la 7.* comparacién: & 8
Después de la primera pasada: 4 3 1.5 7 2 6

Al concluir la primera pasada, podemos estar 'seguros de que el méiximo
se encuentra en el dltimo lugar. En la “segunda pasada” se comparan los
primeros n — 1 entercs de la misma forma v al concluir podemos asegurar
que los dos enteros mayores estén ensus posiciones correctas. Continuamos
de esta forma hasta efectuar n — 1 pasadas, desPues de las cuales se ha
completado la ordenacién.

Una de las mayores ventajas de la ordenacién de la bﬁfbuja es que es
fécil construir una versién explicita en un lenguaje de programacién. Dado
un conjunto de enteros {z, za,. o, mn}, el siguiente algoritmo los ordena
en orden creczente ' ' '

para j:=1 hasta n—i hacer

para i:=1 hasta n—j hacer ;
si z; > %441 entonces ntercambior T; ¥ Tiyy

Las operaciones que intervienen son comparaciones e intercambios. En
el pasc j se hacen n — j comparaciones, de forma que el nimero total de
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comparaciones es

n-1+n—-2)+ - +2+1=inn-1),

que es O(n?). El nimero de intercambios es también O(n?), ya que en el
peor de los casos {cuando los enteros vienen dados en el orden inverso)
cada. comparacion va seguida de un intercambio.

En el capitulo 9 demostraremos que el nimero de comparaciones
necesarias en -cualguier algoritmo de ordenacidén es como -minimo
O{nlogn). 8i hallamos un algoritmo con eficiencia O(nlogn), serd mejor,
en ¢l sentido del apartado 7.7, gque el de la burbuja, cuya eficiencia es
O(n?). De hecho, se concen varios algoritmos O(n logn) para el problema,
de la ordenacién. Describiremos uno de los més sencillos, una versién de
la, ordenacién por insercidn.

La idea bésica de la ordenacidén por. insercién es empezar con la lista

L = (z) e insertar z; en el lugar correcto de la lista para i = 2,3,...,n..

Por ejemplo, si zq,2a,..., %3 son los enteros 47, 73, 21,45, 28,69, 19,23, la
tabla 7.8.2 muestra cémo se construye la lista.

Tabla '_7.8.2
47
47 73
21 47 13 B
21 45 4T T3 S

21 28 45 47 73 ' ~
21 28 45 47 69 73

19 21 28 45 47 69 73

19 21 23 28 45 47 69 73

En la ordenacién por insercidn, el nimero de comparaciones necesarias

para hallar ef lupar correcto de z; depende de cudl de varios métodos
posibles se adopte. Si usamos el método secuencial, en-el que se compara
#; sucesivamente con cada elemento de la lista parcial (empezando por ia
izquierda}, entonces podriamos necesitar hasta ¢ — 1 comparaciones antes
de hallar e] Iugar correcto. De este modo, el nimero total de comparaciones
podria llegar a ser (n—1)+- - -+1, que de nuevo es O(n?). Pero la insercién

puede hacerse mas habilmente por “biseccién”: hallar en qué mitad de la
L)

7.8 Introduccidn o los algoritmos de ordenacidn 175

lista estd z;, después en qué mitad de la mitad, etc. Si hay entre 27 %y 27
términos, el método requiere r comparaciones (puesto que la lista parcial
ya estd ordenada). En otras palabras, para una lista de longitud ¢ — 1 se
necesitan alrededor de log, é. Asf pues el nimero total de comparacwnes
es aproximadamente
log22+1og23+---+logzn,

una expresidn con n — 1 términos, cada uno de ellos menor o igual que
log, n: Por lo tanto, el niimero de comparaciones es O{n logn).

‘Aungue la ordenacidén por insercién utilizando -bisecciones alcanza el
mejor orden de magnitud posible del nimero de comparaciones, es mda
dificil de programar que la ordenacion de la burbuja. Por otra parte, el
nimero de intercambios sigue siendo O(n?), ya que al insertar z;, hay
que desplazar todos ios 4 — 1 elementos de la lisia parcial. Sin embargo,
existen algoritmos que consiguen O{nlogn) comparaciones y O(nlogn)
intercambios; en el apartado 9.2 describiremos uno de ellos, el de heapsort.

Ejercicios 7.8

1 Describir el resultado de cada una de las “pasadas” del algontmo de
la burbuja sobre la lsta 4, 3,9,5,1,2,7,8, 6.

2 Utilizar la ordenacién por insercién (ja mano!) para ordenar Ia lista
siguiente en orden ecreciente: 516, 207, 321, 581, 762, 163, 921, 105, 721,
813, 316, 188, 733, 909, 281, 312, 871, 950, 135, 888, 417.

, Zn de enteros
distintos en orden creciente, inserte un entero ¢ en el lugar correcto v
devuelva una lista wy,ws, ..., wn11 (puede suponerse que ¢ no coineide
con ninguno de los z; y se observard que el método secuencial es mucho
mas sencillo de programar que el de la blsecmon)

3 Hscribir un programa que, dada una sucesion zj, zg, . ..

4 Modificar el algoritmo de la burbuja mcluyendo un 1dent1ﬁcador C con
las siguientes propiedades.

(i} El valor de ¢ es el nimero de intercambios en la pasada actual.
(ii) Al inicio de cada pasada se pone ¢ a cero. '
(iil) Si ¢ es cero al final de una pasada, el programa no realizard, més
pasadas. :
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5 Calcular el nimero de comparaciones y el ndmero de intercambios del 6 Determinar el valor de b caleutado por el siguiente algoritmo.
programa de la burbuja modificado como en €l ejercicio anterior, si la lista L -
e as . ' X:=n, 2:=1;
ini ;

clal estd ) : mientras x>1 hacer

(1) en el orden correcto 1 < Ty < -+ < T}’ : inicio

(i) en el orden inverso x; > %z > -+ > Zn. 2:=X2;

X:i=x-1;

6 La ordenacién por seleccion es un algoritmo de ordenacidn alternativo. - fin
En este método, en el paso j-ésimo se selecciona el menor de - bi=z

Tj, Tjiiy---,Tn ¥ (51 1O €8 z;} se intercambia con ;. Describir cémo
opera este método con la lista del ejercicio 1. (Cuéntas comparaciones y
| cudntos intercambios se necesitan en general?

7 Demuestre formalmente que su afirmacién sobre el valor de b en el ejercicio
anterior es correcta. :

) : 8 Sea n un entero positivo y p un primo. ;Qué significado tiene el valor c que
] calcula el siguiente programa?

x:i=n; y:=p; t:i=p; z:=0;

} . . .

J 7.9 Ejercicios diversos mientras ¥ sen divisible por £ hacer -

I . ’ inicioc

¥ 1 Demostrar formalmente que el algoritmo para sumar en base iG dado en el yimty;

{ ejemplo del apartado 7.1 es correcto. En otras palabras, demostrar que si | - =z+:;.'

Y fin;

1‘{ = (%-1,%—2,--',@1:0«0)10; b= (bnﬁl,bn-zy--»,bl,bo)lo ci=z

il . . .

i ¥ los digitos s; (0 < ¢ < 7) se definen mediante las formulas dadas aili, entonces 9 Escribir el programa de multiplicacién necesario para el cileulo de m™ en &l

1 P

; a+b=(s5n,8 81, 50) : Algoritmo B (apaztado 7.7) cuando (i} »n = 89, (ii) » = 77. Demostrar que en
T M Ansdae 2 2150010 ambos casos e! método requiere Gnicamente ocho multiplicaciones.

1 = . :
2 Igual que en el ejercicio anterior, pero para el algoritmo descrito en el ejercicio 10 - Eseribir un programa que, dados dos enteros positivos a 'y b en base 16, asigne
agelvalor 0,10 ~1,seginque a < ba=boa>b

7.1.1. |

i : N VPRI . o : . ular el t
f 3  Describir {en lenguaje corriente) el método habitual para dividir; explicar por ili d;‘scia;i?fe:ﬂfjsny;;';ﬁfl;[ﬁlctfgsse:;;léﬁfs Sé.mas para calcular e produc ©

qué no es, en sentido estricté, un algoritmo. .
. ] . . 19 Hallar un método para multiplicar dos matrices 4 x 4 que requiera menos de
4  Formular ur algoritmo para restar en base 10 un nimero de n cifras de otro 64 multiplicaciones {Inlcjlicacién' 2p+ 2 = 4] 4 d .

{(mayar).

. . ) _ 1 . . .
[ 5 Sean z ¢ y enteros de 2n cifras en base 10 y sean 3 Sea(fr)la SUCBSIOI‘I definida por

fi=1,  fo=2  fr=fratfa (rz2).

w=10"a+b,  y=10°+4, T : ’ "

: ' o - Demostrar que s m > n v el algoritmo euclideo necesita k& pasos para calcular

0 donde @, b,¢ y d son enteros de n cifras. Comprobar la formula med{m, n), entonces n > fi. Deducir que el nimero de pasos necesario es O(logn).

b ' my = (10" + 10nj ac+ 107 (a CByd—e) + (mn +1)bd 14 Utili_zar el principio d'e inducci.én para demostral; que despué.s .(%e k “pasadas”
| del algoritmo de la burbuja los dltimos % enteros estdn en la posicion correcta.

v explicar c¢dmo podria usarse para mejorar el algoritmo elemental de 15 Escribir un programa para calcular el med de tres enteros positivos dados r, 8
multiplicacién que calcula xy. : vt

i ®.
|
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8 Grafoé ‘.

8.1 Los grafos y su represé_nt-acién

Los objetos conocidos como grafos son muy ubiles en la matemética
discreta. Su nombre proviene del hecho que admiten una notacién grifica
(o pictérica) y corresponden a lo que en el lenguaje cotidiano se conoce
como “redes”.

Definicién. Un grafo G consiste en un conjunto finito V, cuyos elementos
reciben el nombre de vértices, y un conjuntc £ de Z-subconjuntos de
V, cuyos elementos se conocen como aristas. Habitualmente escribimos
G = (V,E) v decimos que V es ¢l conjunto de vértices v E ¢l conjunto
de aristas. '

. La restriceidn a conjuntos finitos no es esencial, pero en este libro no

congideraremos “grafos” infinitos.
° N

3,

d <

Fig. 8.1 Una representacién pibtérica de un grafo.

L
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‘Un ejemplo tipico de un grafo G = (V, E) viene dado por los conjuntos

V = {a,b¢d, =z}, E={{a,b},{a,d}, {0z} {c,d},{d, z}}.

Ni este gjemplo ni la propia definicién nos dicen gran cosa, pera todo
cambia si mostramos la representacion pictdrica de un grafo. Los vértices
se representan por puntos y unimos dos puntos por una linea si el par
correspondiente de vértices es una arista. Por ejemplo, la figura 8.1 es

" una representacién pictdrica del grafo dado en el ejemplo anterior. Tsta

representacién es enormemente conveniente para estudiar “a mano” grafos
no” demasiado grandes. Ademas, su cardcter intuitivo es de gran ayuda
para formular y entender argumentos abstractos. Vamos a dar un ejemplo
frivolo de todo .esto.

Ejemplo. E} profesér McBrain y su mujer April dan una fiesta en la que
hay otros cuatro matrimonios. Algunas parejas se dan la mano al saludarse,
pero naturalmente nadie da la mano a su pareja. Al acabar la ﬁesta, el
profesor McBrain pregunta a los asistentes a cudnta gente han dado la
mano y recibe mueve respuestas distintas. ;A cudntas personas ha dado la
mano April? '

SoLUuCION: Construimos un grafo cuyos vértices son las personas de la
fiesta; el par {x,y} es una arista. si ¢ ¢ y se han dado la mano. Como
hay nueve personas ademds del profesor McBrain v el nimero méximo de
apretones e mmanos que puede dar una persona es ocho, resulta que las .
rueve respuestas distintas recibidas por el profesor McBrain deben ser 0, 1,
2, 3,4, 5,6, 7Ty 8. Denotaremos los vértices por esos nimercs y usaremos
la. M para el propio McBrain. Asf que la representacién pictérica es la de
la, figura 8.2 o

Ahora bien, el vértice 8 egtd unido a todos los demés vértices salvo
uno, gue necesariamente ha de representar a su esposa. Este vértice ha de
ser 0, ya que ciertamente no estd unido con 8 (ni con ningin ctro, por lo
demds). Por lo tanto, 8 y 0 son un matrimonio y 8 estd unido a 1, 2, ...,
Ty M. En particular, 1 estd unido a 8 y esta es la dnica arista desde 1.
Luego, el vértice 7 no estd unido {Unicamente) a 0 y 1, de donde la esposa
de 7 debe ser 1, ya que 0 estd casada con 8. Razonando de esta forma,
podemos ver que 6 ¥ 2, vy 5 ¥ 3 son matrimonios, con lo que M y 4 han de
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estar casados; April estd representada por el vértice 4 y ha dado la mano hallarse alguna figura en la que las lineas que representan la aristas no se

8 cuatro personas. O corten? ]

2 Los caminos de un jardin estdn disefiados en forma de un grafo rueda
W, que tiene por vértices V = {0,1,2,... ,n} ¥ por aristas )

S .0 |

I- @ {071}} _{0)?’}3"'){0)71}3

/ . 3 . M.s? ’ /‘1 A . I {1’2}\ {233}:"':{”71)”}: {n,1}.

8% /)wz ) f Describir una ruta a través de los caminos que empiece y acabe en el

vértice § y visite cada vértice exactamente una vez.

X S : 7 3 3 Para cada enterc positivo n definimos el grafo completo &, como el
! , . & : §a _ grafo de n vériices en el que cada par de vértices es adyacente. jCudntas
6 W 4 '
5

aristas tiene K,,7 ;Para qué valores de n puede hallarse una representacion
- pictérica de K, con la propiedad de que las lineas que representan las

aristas no se corten?
Fig. 8.2 La flesta de April. n

4 Un 3-ciclo en un grafo es un conjunto de tres vértices mutuamente

: _ adyacentes. Construir un grafo con cinco vériices y seis aristas que no
Aunque la representacion pictérica de los grafos es conveniente para los contenga 3-ciclos.

seres humanes, es claramente initil para comunicarnos con un ordenador.

En este caso hemos de representar un grafo mediante algin tipo de lista

o tabla. Diremos que dos vértices = e y de un grafo son adyacentes si

{z,y} es una arista (también decimos que = e y son vecines). Podemos

8.2 TIsomorfismos de grafos

representar un grafo G = (V, E) por su lista de adyacencias, en la que Llegados a este punto, hay que insistir en que un grafo se define como
3 ' cada vértice v encabeza una liste. de los vértices que le son adyacentes. ¥l una entidad matemética abstracta; bajo este prisma discutiremos la
: grafo de la figura 8.1, tiene la lista de adyacencias . : importante cuestién de cudndo dos grafos son “el mismo”.

Es evidente que lo importante de un grafo no son los nombres de los

1 - o b ¢ d =z - vértices ni su representacidn pictérica, o cualquier otra representacién. La
_ : b a-d a b = propiedad caracteristica de un grafo es la maners en que los vértices estdn
. d =z e d : unidos por las aristas. Esto motiva la siguiente-definicién.

‘, , _ , N Definicién. Decimos que dos grafos G y (75 son isomorfos si existe una

! . biyeccidn o entre el conjunto de vértices de Gy v el conjunto de vértices

i . . : . de Gq, de forma que {a(z a arista de (g =i, v sélo si, {x

\ ; Fjercicios 8.1 ‘ 2, de aue {a(z), afy)} es una & 2 s, y , {0}
es una arista de (5. Se dice que la biyeccidn @ es un isomorfismo.

g : 1 Hay que conectar tres casas A, B y C a las redes de gas, agua y :

; electricidad: @&, W y E. Escribir la lista de adyacencia del grafo que Por ejemplo, consideremos los dos grafos dibujados en la figura 8.3. En
: representa este problema y construir una representacién pictorica. jPuede este caso existe una biyeccidn entre el conjunto de vértices de Gy y el
Q . .

/,, -

ST
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conjunto de vértices de G con la propiedad exigida; viene dada por.
CE(CT,) — t, ‘;O!(b) = 'i}, O!(C} =, a(d) E=TH

Podemos comprobar que cada arista de Gz corresponde de forma tnica
a una arista de (B9, y reciprocamente. Por ejemplo, la arista be de Gy
corresponde a la arista vw de G, y asi sucesivamente. (Acostumbraremos
a usar a notacién zy como una abreviatura de la arista {z,y}, aunque no
debemos olvidar que una arista es un par no ordenado, de forma que zy e
yz significan lo mismo.) -

a b t

Gl GZ
a Fig. 8.3 Gy v (&3 son isomorfos. 1

L]

o
w
™

G G,

Fig. 8.4 (71 y G2 no son isomorfos.

Cuando dos grafos Gy y Ge son isomorfos, como los de la figura 8.3,
pensamos en ellos como si fieran “el mismo” grafo. Para demostrar que dos
grafos no son isomorfos, hay que demostrar que no existe ninguna biyeccién

_entre el conjunte de vértices del uno y el del otro que transforma aristas

en aristas. Si los-dos grafos no tienen el mismo nimero de vértices, no hay
5
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biyeccién posible. Si tienen el mismo nimero de vértices pero un nimero
distinto de aristas, existen hiyecciones pero ninguna de ellas puede ser un
isomorfismo (ejercicio 8.8.10). Incluso si dos grafos tienen el mismo nimero
de vértices y de aristas, no tienen por qué ser isomorfos. Por ejemplo, los
dos grafos de la figura 8.4 tienen ambos cinco vértices v siete aristas, pero
no son isomorfos. UUna forma de demostrarlo es observando que los vértices
a, b, d, e forman un subgrafo completo de Gy (cada par de ellos est4 unido
por una arista). Cualquier isomorfismo debe transformar estos vértices en
cuatro vértices de (Y5 con la misma propiedad, y como no existe ningin
conjunto de vértices de este tipo en Ga, no pueden ser isomorfos.

Ejercicios 8.2

1 Demostrar que los grafos que se muestran en la figura 8.5 no son
isomorfos. -

Fig. 8.5 Demostrar que estos grafos no son isomorfos.

2 Haliar un isomorfismo entre los grafos definidos por las siguientes listas
de adyacencias (ambas listas corresponden a un conocido grafo, el grafo
de Petersen. Véase también el ejercicio 8.8.3.)

a b cde f g h i j 01 2 3 4567 89
b a b d a b ¢ d e 12 3 45010 286
e ¢c dea h i 5 f g 5 0 1 2 3 44 357
f g h 1 j i 4§ f g h 76 876899 98

8 Sea (7 = (V,E) el grafo definido de la siguiente forma. El conjunto
de vértices V es el conjunto de las palabras de longitud 3 en el alfabeto




3
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{0,1} ¥ el conjunto de aristas E contiene aguellos pares de palabras que -

difieren en una posicidn exactamente. Demostrar que. G es isomorfo al
grafo formado por las esquinas y las aristas de un cubao ordinario.

8.3 Grados

Fl grado de un vértice v en un grafo G = (V, E} es el nimero de aristas
de G que contienen a v. Emplearemos la notacién §{v) para el grado de v;

formalmente

§(v) = |Dy|, donde D,={ec Elvee}

Fl grafo descrito en la figura 8.1 tiene 6(a) = 2, §(b) = 2, 8(c) = 1, 8(d) = 3
v 6{z) = 2. Bl primer teorema de la teorfa de grafos afitma que la suma dé
estos nimeros es dos veces el niimero de aristas; es una sencilla aplicacion
del método. de contar corjuntos de pares expuesto en el apartado 3.2.

Teorema 8.3. La suma de los grados §{v) para todos los vértices v de un
grafo G = (V, E) es igual al doble del niimero de aristas:

S s(wy =2[B].

veV
.
DEMOSTRACION: Sea, S el subconjunto de V' x F formado por los pares
(v,¢€) tales que v pertenece a e. Para cada v de V, el “total por filas” 7,,(5)
es el nidmero de aristas que contienen a v, es decir, igual a 6(v}. Para cada
e de B, el “total por golumnas” ¢,{S) es el nimero de vértices dé e, que
es 2. Asi pues, segin el teorera 3.2 '

> 8w) =242+ +2=2E|
weV .
como queriamos demostrar. [

Este resultado tiene un corolario «til. Diremos que un vértice de G

es impar si su grado es hmpar y par en caso contrario. Sean V, vy V;

L]
s
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los conjuntos de vértices pares e impares, respectivamente, de forma que
YV =V, UV; es une particién de V. Por el teorema’ 8.3, tenemos que

>y + > sv) = 21E.

veV, veV;

Ahora bien, los términos de la segunda suma son pares y, en consecuencia,
la. suma es par. Como el término derecho es un niimero par, también lo es
la primera suma. Pero una suma de nimeros impares sélo puede ser par
si hay un ntmero par de ellos. En otras palabras:

el niimero de vértices impares es par.

Este resultado se conoce a veces como el lema de los apretones de manos;
en cualquier grupo de gente, el niinero de personas qué dan la mano a un
numero impar de personas es par.

Si todos los vértices de un grafo tienen el mismo grado r, se dice que el
grafo es regular (de grado r) o r-regular. En este caso, el resultado del
teorema 8.3 se convierie en

r|V]=21E|.

De hecho, un grafo r-regular no es més que otro nombre para un -disefio
con pardmetros (|V],2,7), con la terminologia de el apartado 4.6. Pero este
punto de vista no es especialmente 1itil en la préctica.

Muchos de los grafos que ocurren en las aplicaciones son regulares. Ya,
hemos visto los grafos completos K., (ejercicio 8.1.3); son regulares de
grado n — 1. En geometria elemental se estudian los poligonos de # lados,
gue en teorfa de grafos corresponden a los grafos ciclo C,,. Formalmente,
podermos decir que el conjunto de vériices de €, es Zy,, ¥ que los vértices
iy j estdn unidos por una arista si j =i+10J =1i-1en Z,. Es evidente
que €, es un grafo regular de grado 2, siempre que n > 3.

Una aplicacidn importante de la nocidn de grado se presenta en el
problema de comprobar si dos grafos son o no isomorfos. Sia: V) — V5
es un isomorfismo entre G; y G2 v av) = w, entonces cada arista que
confiene a v se transforma por o en una arista. que contiene a w. En
consecuencia, 6(v) = #(w). Por otra parte, si (71 tiene ur vértice z con
&{x) = o y G2 no tiepe aingin vértice con grado fy, entonces Gy v Go
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no pueden ser isomorfos. Esto. proporciona otra forma de distinguir entre
los dos grafos de la figura 8.4, ya que el primer grafo tiene un vértice de

grado 1 vy el segundo no.
En el ejercicio 8.3.4 se presenta una extensién de esta idea.

Ejercicios B.3

1 ;Pueden ser las siguientes las listas de grados de todos los vértices de
un grafo? En caso aﬁi"mativo “dar una represéntacién pictérica de un grafo
de estas caracteristicas. (Recuerdese que cada par de vertlces estd umdo
por una arista como maa(lmo )

M) 2,2,2,3.
(ifi) 2,2,4,4, 4.

(i) 1,2,2,3,4.
(iv) 1,2,3,4.

2 S8i G = (V,E) es un grafo, el complementario G de G es el)grafo
cuyo conjunto de vértices es ¥V y en el que dos vértices estdn unidos por
una arista si no lo estdn en . Si G tiene n vértices y sus prados son
dy,da, ..., dn, jcudles son los grados de G?

3 Hallar tantos grafos (ro isomorfos) 4-regulares con siete vértices como
sea. posiblé. [Indicacién: considerar el grafo complementario.] -

4 89&111‘ G ylG‘g dos grafos isomorfos. Para cada k > 0, sea n;(k) el

nimero de vértices de Gy con grado k (i = 1,2). Demostrar que ny(k) =
|

5 Demostrar que si 7 es un grafo'con al menos dos vértices, G tiene dos

vértices con el mismo grado.

8.4 Caminos'y ciclos

Con frecuencia se usan grafos como modelos de situaciones pré}tica.s en
las que intervienen rutas: los vértices representan. ciudades o cruces y las
aristas carreteras o algtin otro tipo de via de comunicacién. Las definiciones
de este apartado se comprenderdn major teniendo en cuenta esta situacitn.

Definicién. Un recorrido en un grafo (¢ es una sucesién de vértites

V1,V2; .0y Uk,

i
I
;
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tal que v; ¥ v;'q son adyacentes (1 <i <k~ 1) Si todos los vértices son
-distintos, tenemos un camino,

Asi pues, un recorride especifica, una ruta en 7 que va de un vértice. a
otro adyacente, y as{ sucesivamente. Un recorrido puede visitar un vértice
varias veces, y en particular puede cambiar de direccién yende de z ay e
inmediatamente de vuelta a . En un camine, cada vértice se visita una
ves Como miximo.

Escribimos z ~ y si los vértices z e Y de @ pueden unirse por un
camino en G hablando con precisidn, esto significa que existe un camino
v1,V2, ...,V en G tal que z = v e y = vy, Bs sencillo comprobar que ~ es
una refacidn de equivalencia en e} conjunto de vértices V de &, con lo .que
V queda dividido en clases de equivalencia disjuntas. Dos vértices estdn
en la misma clase si pueden unirse por un camino y en clases distintas en
caso contrario.

Definicién. Sea G = (V, F} un grafo y
V=WuUuvUu ---uv,

la particién de V correspondiente a la relacién de equivalencia ~. Sea,
E; (1 €4 < ) el subconjunto de E formado por las aristas cuyos
extremos estdn ambos en Vj. Los grafos G; = (V;, E;) se conocen como
los componentes de . Se dice que GG es conexo si tiene un tnico
componente. .

Fig. 8.6 Un grafo con dos compenentes.

La terminologia pricticamente se explica por si misma. Bl grafo de
la figura 8.6 tiene dos componentes y, por lo tanto, no es conexo. La
descomposicién de un grafo en sus componentes es ruy ftil, ya que
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varias propiedades de los grafos pueden demostrarse considerando cada
componenté por separado. Por este motivo, los teoremas sobre grafos
acosttumbran a demostrarse Unicamente para la clase de grafos conexos.

Es f4cil ver st un grafo relativamente pequeiic es conexo a partir de
su representacion pictérica. Sin embargo, si el grafo viene dado por una
lista de adyacencias, necesitaremos un algoritmo eficiente para decidir si
es conexo. Estudiaremos este problema en el siguiente capitulo.

Un ciclo es un recorride vy, vs,..., 041 cuyos vértices son todos
distintos salvo v1 = vpo ;. Tiene 7 vértices distintos y r aristas; también se
dice que es un rciclo o un ciclo de longitud r.

Ejemplo. Dos catedraticos del Departamento de Matemdticas de la
Universidad de Folornia tienen pensado ir de vacaciones a 1a isla de Wanda.

r t

u

Fig. 8.7 El gran viaje.

La figura 8.7 representa los lugares interesantes de la isla y las carreteras
que los unen. La Dra. Elsie Chunner es una turista nata y quisiera visitar
cada lugar una sola vez y volver al punto de partida. El Dr. qu Dodder es
uf explorador nato y prefieve atravesai cada carretera una vez en cualquier
direccién; no le importa empezar y acabar en lugares distintos. jPueden
hallarse rutas convenientes pata los doctores Chunner y Dodder?\

Sorucién: La Dra. C puede escoger varias rutas: una posibilidad es el
ciclo p,q,t,5,u,7,p. N

Sin embargo, Bi Dr. D $iere un problema. Sea = el vértice de partida ey
el de llegada, v supongamos por el momento que x % y. Al empezar utiliza
una arista incidente en z ¥ cada ves que pasa por  ha de llegar y volver
por aristas nuevas. Por lo tanto, utiliza un niimero impar de aristas en z,

8.4 Caminos y ciclos 189

con lo que = ha de ser un vértice impar. Igualmente, v ha de ser impar.
Los restantes vértices han de ser pares, ya que cada vez que llega a un
vértice intermedio ha de abandonarlo, usando de esta forma dos aristas,

Resumiendo, una ruta para el Dr. D que comience y acabe en vértices
distintos x e y sélo es posible si ambos son impares v el resto son pares.
Pero en el grafo en cuestion-los grados son

v: pgrstu
Svy: 445553

Hay demasiados vértices impares y, en consecuencia, no existe ninguna
ruta para el Dr. D. 5i analizamos el caso en que z = y 14 situacién es ain
peor, ya que en este caso todos los vértices tendrian que ser pares. O

En general, la ruta de la Dra. C es un ciclo que contiene todos los
vértices del grafo. Estos ciclos fueron estudiados por el matemético irlandés
W.R. Hamilton (1805-1865); un cicio con esta propiedad se conoce como
un ciclo hamiltoniano. En nuestro ejemplo ha sido muy f4cil hallar un
ciclo hamiltoniano, pero esto no en absoluto frecuente. Para un grafo dado,
decidir si existe o no un ciclo hamiltoniano puede ser un problema dificil,

Por ofra parte, el problema del Dr. D se resuelve sin dificultad. Un -

recorrido que utilice cada arista de un grafo una sola vez se llama un
recorrido euleriano, debido a que Buler fue el primero en estudiarlos.
Encontré que si # # y, una condicién para que un camino euleriano
empiece en T y acabe en y es que T e ¥ sean vértices impares y el resto
pares, mientras que si = y la condicién es que todos log vértices sean
pares. En consecuencia, una condicién necesaria para la existencia de un
recorrido euleriano en un grafo G es que G tenga como méximo dos vértices
impares. Puede demostrarse que esta condicién es también suficiente. Dado
que calcular los grados de los-vértices de un grafo es sencillo, el problem—a-de
decidir si un grafo dado tiene un recorrido euleriano es igualmente sencillo.

Ejercicios 8.4

1 Hallar el nimero de componentes del grafo que tiene por lista de

)
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adyacencias - o

’ 4 b Eé d e f g R i g
fe b B ¢ a b . d a a
i g e g i ff
j g j e

2 ;Cuéntos componentes tiene el grafo de la fiesta de April (apartado
8.1)? R

3 Hallar un ciclo hamiltoniano en ¢l grafo formado por los vértices y las
aristas de un cubo.” :

4 La Dra. Chumner y el Dr. Dodder tienen la intencidn de visitar el
afio préximo la isla de Meanda, en la que los lugares interesantes y las
carreteras que log unen estin representados por el grafo que tiene por lista
de adyacencias

0O 1 2 3 4 5 6 7 8
1 0 1t 6 3 0 1 0 1
3 2 3 2 5 4 5 2 3
5 6 7 4 6 7 6 5
7 8 8 8 8 7

iEs posible hallar rutas para los dos que satisfagan los reqiisitos expuéstos
en el gjemplo?

5 Un ratdn quiere comerse un cubo 3 x 8 x 3 de queso. Slendo de
naturaleza metddica, empleza por morder una esquina y comerse un cubo
1x1x 1 éompleto antes de proseguir con otro adyacente. jPuede el ratén
terminar en el centro? :

8.5 Arboles /

Definicién. Decimos que un grafo T es un arboi si tiene las dos
propiedades siguientes: '

(T1) Toes coﬁexo;

("F2y ° no existen ciclos en 1

/-

i
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Algunos ejemplos tipicos de drboles se muestran en la figura 8.8.
Debido a su estructura especial y a sus propiedades, los drholes ocurren
en mumerosas aplicaciones de las matematicas, especialmente en la
investigacion aperativa y en la informética. Empezaremos su estudio
estableciendo algunas propiedades sencillas.

B

Fig. 8.8 Algunos drboles.

Teorema 8.5. 5i I' = (V, F) es un 4rbol con al menos dos vértices,
entonces:

(T3) para cada par de vértices © e y, existe un tinico camino' de x a y en
T; '

1

(T4) el gra.f{) que se obtiene de T' al eliminar cualguier arista tiene dos

componentes, cada uho de los cuales es un drbol;
(T5) |Bl= V|- L

DBEMOSTRACION: (T3) Al ser T' conexo, existe un camino de z a y,'
pongamos ;

T =1vg,U1,..., % =Y.

Si existiera otro camino distinto, digamos
T = Up, UL, .y Us =Y,
sea entonces ¢ el menor indice para el cual w41 # viyg (figura 8.9).
Dado que ambos caminos acaban en y, han de encontrarse de mievo y

podemos definir § como el minimo indice tal que

J>4 ¥y vy = uy para algin k.
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Entonces v;, ¥ip1, ..., V5, Uk—1; Bk—2s - - -, Uig1, Vg €5 U ciclo en T, contra-
riamente a la hipotesis.

(T4) Sea uv una srista de T" y sea S = (V, E”) el grafo que tiene los
mismos vértices que T y aristas ' = E\uv. Sea V] el conjunto de vértices
x de T para los cuales el Ginico camino de  a v pasa por u; es evide_:nte
que dicho camino ha de acabar en la arista uv, ya que de lo contraric T’
tendria un ciclo. Sea Vs el complementario de Vy en V.

Uiy
L] a a@
vp Es v; v,
X= a o B ? @ 9 —2 =y
Uy uy Uy Mg
o a L]
Upt

Fig. 8.9 Dos caminos distintos determinan un ciclo.

Clada vértice de ¥y estd unido & w por un camino en S, v cada vértice
de V3 lo esté a v también en §, pero en S no hay ningin camino de u a v.
Resulta que Vi y V2 son los conjuntos de vértices de los dos componentes
de . Cada componente es conexo (por definicién) y no contiene ciclos, ya
que T no los contiene. Asi pues, los dos componentes son arboles.

" (T5) El resultado es cierto si [V] = 1, ya que el tnico drbol posible en
este caso no tiene aristas. Supongamoslo cierto para todos los drboles con
k o menos vértices. Sea T un 4rbol con {V| = k + 1 y sea uv una arista
de T. Si Ty = (Vi,EB1) vy T = (¥, E») son los drboles que se obtienen al
eliminar uv de T, tenemos )

Vil + Vel = V],  |Buf+|Be| =1E] - 1.

Aplicando la hipotesis de induccién a 1) y T4 tenemos
(8] = 3]+ 1B+ L= Vil = 1 Vel = 11— V]~ 1, |
v el resultado es cierto para todo entero positivo k. ]

Las propiedades (T1)-(T5) proporcionan varias formas alternativas de
definir un 4rbol. Por ejemplo, la propiedad (T3) por si sola puede tomarse

como definicién en tugar de (T1) y (T2).. Ya hemos demostrado que (T3)

7
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es consecuencia de (T1) y {T2), de modo que sélo queda demostrar el
reciproco (ejercicio 8.5.3).

Ejercicios 8.5

1 Existen seis drholes distintos {es decir, mutuamente no tsomorfos) con
seis vértices: dibujarlos.

2 Sea T = (V, E) un drbol con |V} > 2. Utilizando la propiedad {T5) y
el teorema. 8.3, demostrar que T tiene al menos dos vértices con grado 1.

3 Demostrar que la propiedad (T3) implica {T1) v (T2).

4 Unbosque es un grafo que satisface (T2) pero no necesariamente (T1).
Demostrar que si F = (V, E) es un bosque con ¢ componentes, entonces

Bl = V] e

8.6 Colorear los vértices de un grafo

Un problema que aparece con frecuencia en la vida moderna es el de
programar una serie de actos de manera que no entren en conflicto. Vamos
a considerar un ejernplo muy sencillo de cdmo la teorfa de grafos puede
ayudarnos a estudiar este problema.

Supongamos que hemos de programar seis conferenczas de una hora
17, Vg, U3, U, Us, Us. Entre la posible audiencia hay quienes quieren escuchar
VLY V2, V1Y V4, VU3 Y Us, V2 Y Vs, V4 Y Us, Us ¥ Us, ¥ U1 Y Ug. (Cudntas
horas son necesarias para poder dar las conferencias sin solaparse?

vg ¥y

23 vy

Fig. 8.10 El grafo de un problema de horarios. -
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Podemos representar la situacién por un grafo (figura 8.10). Los vértices
corresponden a las seis conferencias y las aristas a los posibles conflictos.
Un horario que consigue el objetivo de no solaparse es el siguiente:

‘Horal Hora 2  Hora3 Horad
U ¥ U3 Vo ¥ U4 Us Ve

En términocs mateméticos, tenemos una particidén del conjunto de vértices
en cuatro partes con la propiedad de que ninguna parte contiene un par
de vértices adyacentes. Una, descripcién més grafica. se obtiene utilizando
la funcion

c:{vy,v2,v3, v, 5,06} — {1,2,3,4}

que asigna a cada vértice (confefencia) la hora a que ha sido programada.
En lzgar de horas, se agostumbra a hablar de colores asignados a los
vértices, pero es evidente que la naturaleza de los objetos 1, 2, 3 v 4 no
es imnportante. Podemos usar nombres de colores como rojo, verde, azul y
amarillo, o podemos hablar del color 1, color 2, ete. La cuestidn importante
es que vértices adyacentes del grafo deben tener colores diferentes.

Definicién. Una vértice-coloracién de un grafo ¢ = {V, E) es una
funcién ¢: V — N con la propiedad de que -

c(z) # c(y) siempre que {z,y} € B

El niimero cromatico de (, que denotamos por x (G}, se define como
el menor entero k tal que existe. una vértice-coloracién de & que usa k
colores. En otras palabras, x(G) = k si, y sélo si, existe una funcién de
coloracién ¢ de V en Nj, v k es el menor entero con esta propiedad.
Volviendo al ejemplo de la figura 8.10, podemos ver gue nuestro primer
intento de disefiar un horario es equivalente a una vértice-coloracién
con cuatro colores. Fi ndmero minimo de horas necesarias es el nimero
cromético del grafo; nos preguntamos a continuacién si este nimero es
menor que 4. Un répido intento con tres colores proporcmna una solucién:

Color 1 Color 9 Color 3
U1 V2 ¥ Us V3,74 ¥ Vg

M4ds atin, son necesarios tres colores, ya que vy, vz ¥ Ug Son mutuamente
adyacentes v deben tener colores distintos. Concluimos que el nimero
cromatico de este grafo es: 3.

i
i
|
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En genéral, para demostrar que el nimero cromético de un grafo es k,
son necesarias dos cosas:

(i) hallar una vértice-coloracién con k colores;
(ii) demostrar que ninguna coloracién utiliza menos de k colores.

Ejercicios 8.6
1 Hallar el niimero cromético de los s;gmentes grafos

(i) un grafo completo K.
(ii) un ciclo C5, con un nimero par de vértices;
(1) un cicle Cgr4q con un niimero 1mpar de VeI‘tICGS

2 . Determinar el nimero croméatico de los gTafos que muestra la ﬁgura
8.11. :

Fig. 8.11 Hallar el nimero cromético. o=

3 Describir todos los grafos (! para los cuales x(G) =

/

8.7 = El algoritmo voraz para las vértice-coloraciones

Hallar el nimero cromético.de un grafo es un problema dificil. En efecto,
no se concce ningén algoritme que lo resuelva en “tiempo polindmico” y
muchos creen que tal algoritmo no existe. Sin embargo, existe un método
sencillo para construir una coloracién que utiliza una cantidad “razonable”
de colores. :

El método congiste en asignar colores a.los vertlces ordenadamente, de

forma que cada vértice reciba el primer color gue no haya sido asignado
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a ninguno de sus vecinos. Bn cada paso se toma la mejor opcidn, sin

preocuparse de si esa opcidn creard complicaciones mds adelante. Un-

algoritmo de este tipo se conoce como un algoritmo voraz.

Ei algoritmo voraz para colorear es facil de programar. Se disponen los
vértices en un cierto orden vy, vg, ..., vn. Se asigna el color 1 a v1; para
cada v; (2 < ¢ < n) formamos €l conjunto $ de los colores asignados a
Ios vértices v; {1 < j < 1) que son adyacentes & v; ¥ asignamos a v; el
primer color que no estd en S (en la practica pueden usarse métodos mas
sofisticados para gestionar los datos).

El algoritmo voraz para colorear vértices

asignar el color 1 a vy ;
para i:=2 hasta n hacer
inicio _
sea S el conjunto de colores vacio;
para j:=1 hasta i-1 hacer
si v; es adyacente a v
. - entonces afiadir a S el color vy;
k=1,
mientras el color k esté en § hacer ki=k+1;
asignar el color k av;
fin

Dado que la estrategia voraz\ es corta de vista, el ndmero de colores
que utiliza serd normalmente mayor que el minimo posible. Por ejemplo,
el algoritmo voraz aplicado al grafo de la figura 8.10 proporciona
precisamente la coloracién con cuatro colores que se propuso iniclalmente
como “harario”, mientras que més tarde hallamos una coloracién con tres

“colores. Desdé luego, todo depende del orden inicial en que se disponen los

vértices. Fs facil ver que si acertamos con el orden correcto, el algoritmo

_voraz nos da una coloracidén dptima (ejercicio 8.7.2). Pero hay n! drdenes

en total, y si tuviéramos que probarlos todos, el algoritmo necesitaria un
“tiempo exponencial”.’ :
A pesar de no ser éptimo, el algomtmo voraz es 1til tanto en la feoria

como en la practica. Demostraremos dos teoremas utilizando Ia estrategia
voraz. : '
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Teorema 8.7.1. 5i G ¢s un grafo con grado méximo k, entonces

(i) x(G) <k+1,
(ii) s8i G es conéxo y po regular, x(G) < k.

DEMOSTRACION: (i) Sea v1,2,...,v, una ordenacién de los vértices de
(. Cada vértice v; tiene como méximo k vecines, de forma que el conjunto'
S de colores que el algoritmo voraz asigne a los vértices v; adyacentes a
v (1 <7 < 1) tiene como méximo k elementos. Por lo tanto, al menos
unc'de los colores 1,2,...,k+ 1 noestd en Sy el algoritmo voraz asignars,
el primero de elios a v;. De esta forma, el algoritmo voraz proporciona
una coloracién de & que utiliza k& 4 1 colores como méximo, con lo que
x(G) <k+1.

(ii) En esta ocasién disponemos los vértices en un orden especial. Como
(7 tiene grado maximo k y no es regular, existe al menos un vértice de
(¢ cuyo grade es menor que k, llamémosle v,. Sea Up_1,%n_2,-..,Up—p
una lista con los vecinos de v,; hay & — 1 como méximo. A continuacién
formamos 1a lista con los vecinos de v, (salvo v,), y hacemos notar que,
como el grado de v,_; es a lo sumo k, hay k — 1 de ellos como maxuno
Seguimos con la lista de los vecinos de v, 2 que todavia no han aparemdo,
y asl sucesivamente. Al ser G conexo, la lista contendrd eventualmente
todos los vértices. Bl método de construccién asegura que; ‘en el orden

U1, ). .., Uy, cada vértice es adyacente a k — 1-de sus predecesores como -

maximo. S
El mismo argumento que en la parte (i) demuestra que el algoritmo

voraz tiene bastante con k colores (para este orden particular). Asf pues,
x(@) <k ' : )

La parte (i) del teorema no tiene por qué ser cierta si G es regular.
El lector que haya resuelto correctamente €l ejercicic 8.6.1 serd capaz de
mostrar dos ejemplos de este hecho: los grafos complstos y los ciclos
impares, que requieren & < 1 colores cada uno. Sin embargo, puede
demostrarse que estos son los dnicos contraejemplos.

Oftra consecuencia 1itil del algoritmo voraz se refiere a los grafos G con
x(G) = 2. Para uno de estos grafos, los conjuntos Vi y Vz de vértices que
tienen agignado el color 1 y 2, respectivamente, forman une particidn del
conjunto de V' con la propiedad de que cada arista de & tiene un vértice en
V1 y otro en V5. Por este motivo, si x(G) = 2 se dice que & es bipartido.

ii,

éi
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La figura 8.12 ilustra una coloracidn del cubo con dos colores junto con
ana, representacién alternativa que acentia el cardcter bipartido del grafo,
Este tipo de representacién es frecuente al tratar con grafos bipartidos.

2. . 1 , .
Fig. 8.12 El cubo como un grafo bipartido.

Teorema 8.7.2. Un grafo es bipartido si, y sdlo si, no contiene ciclos de
longitud impar.

DEMOSTRACION: Si existe un ciclo con un nimero impar de vértices,
entonces se necesitan tres colores para colorear el ciclo y el nimero
cromatico del grafo es al menos 3. Asf pues, si el grafo es bipartido no
puede tener ciclos impares. _ ,

. Reciprocamente, supongamos que G no tiene ciclos impares, Construi-
remos una ordenacién de G en la que el algoritmo voraz sélo requiera
dos colores. Elijamos un vértice cualquiera y llamémoslo vy; decimos que
vy estd en el nivel 0 A continuacién, sean ve, v, ..., v, 108 vecinos de w;
decimos que estos vérfices estdn en el nivel 1. Bn ef nivel 2 estdn los vecinos
de los vértices del nivel 1 (salvo v) ¥y, prosiguiendo-de esta forma, en el
nivel [ estén aquellos que son vecinos de los vértices en el nivel [ -1 que no
estuvieran ya en el nivel  — 2. Cuando no pedamas afiadir nuevos vértices
de esta forma, tenemos un componente (35 de G {si G es conexo, Gy = G).

La propiedad crucial de esta ordenaéién es que un vértice en el nivel [
puede ser adyacente inicamente a vértices de los niveles [ -1y I41, y no
a vértices del mismo nivel. Ya que si T e y son vértices en el mismo nivel,
pueden unirse por caminos de igual longitud m a algin vértice z de un
nivel previo, y los caminos pueden elegirse de manera que z sea el tunico
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vértice comin (figura 8.13). Si = e ¥ fueran adyacentes, existiria un ciclo-

de longitud impar 2m +1 en G, contrariamente a la hipdtesis.

x v
Fig. 8.13 Vértices adyacentes del mismo nivel dan lugar a un ciclo impar,

El algoritmo voraz asignara el color 1 a los vértices de los niveles
0,2,4,... vy el color 2 a los de-los niveles 1,3,5,... Asi.pues, x(Gg) = 2.
Repitiende el mismo procediriento para cada componente de & se obtiene
el resultado. O

Ejercicios 8.7

1 Hallar ordenaciones de los vértices del cubo {figura 8.12) para las que
el algoritmo voraz requiera 2, 3 y 4 colores respectivamente.

2 Demostrar que para cualquier grafo G existe una ordenacién de los -

vértices para la que el algoritmo voraz requiere x(G) colores. Hndicacién:
usar una coloracién de G con x(G) colores para-definir la ‘ordénacidn
buscada. ' ' ' '

3 Sea e;(G) el ndimero de vértices de un grafo cuyo grado es estrictamente

mayor que ¢. Utilizar el algoritmo voraz para demostrar que si e;(G) < 441

para algin i, entonces x(G) < i+ L

4 Elgrafo M, (r > 2) se obtiene a partir del ciclo Cs, afiadiendo aristas

extra que unan cada par de vértices opuestos. Demostrar que

(1) M., es bipartido si res impar, -

(i) x(M,;)=3siresparyr#2,
(it} x(Mo) =4.

FriovEST O FOMECHSR |
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8.8 Ejercicios diversos

1 ;Para qué valores de n es cierto que el grafo completo K, poses un recorride
euieriano?

2 Utilizar el principio de induccidn para demostrar que si G = (V, E) es un grafo
con |Vi = 2m y & no tiene 3-ciclos, entonces |El < m?,

3 Sea X ={1,2,3,4,5} ysea V el conjunto de todas los 2-subconjuntos de X. Ses,
E el conjunto de pares de elementos de V' que son disjuntos (como subconjuntos de
X). Demostrar que el grafo G = (V, E) es isomorfo al grafo que muestra Ja figura
8.14. Demostrar también que no es mds que otra versidén del grafo de Petersen
introducido en el ejercicio 8.2.2.

Fig. 8.14 El grafo de Petersen.

4 Sea G un grafo bipartido con un niimero impar de vértices: Demostrar que &
10 tiene ningdn ciclo hamiltoniano.

5 El k-cubo () es el grafo que tiene por vértices las palabras de longitud & en
el alfabeto {0,1} ¥ cuyas aristas uner las palabras que difieren en una posicién
exactamente. Demostrar que

(i) @y es un grafo regular de grado k,

(i) @y es bipartido.
6 Demostrar que el grafo ¢, definido en el ejercicio 8.8.5 posee un ciclo hamil-
toniano.

7 Demostrar que el grafo de Petersen no tiene ningin ciclo hamiltoniano.

8 En el juego del domind {ejercicio 3.7.2), las fichas han de colocarse de
manera que los ndmeros de fichas adyacentes sean iguales: [zjy] junto a fylz], ete.
Considerando, las fichas para las cuales z # y como las aristas del grafo completo
Ko, demostrar que es posible colocar todas las fichas en una partida.

@ Calcular el ndmero de reCDH‘ldDS eulerianos en K7 y el niimero de partidas
completas de domind. :
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10 Demostrar que si o : ¥ — Vj es un isomorfismo entre los grafos G; = (Wi, B:)
y Gz = (V2, E3), entonces la funcidn 3 : By — Fp definida por

,H{a:,y.} = {a(z),o{y}} para ' {z,y} € B

es una biyeccidn.
11+ Si & es un grafo k-regular con n vértices, demostrar que

n
n—k

x(G) >

12 Construir cinco grafos conexos regulares de grado 3 y ocho vértices
mutuamente no isomorfos.

13 Demostrar que el grafo completo Ko, 1 es la unidn de n ciclos hamiltonianos,
pinguno de los cuales tiene una arista en comuin.

14 jPuede un caballo visitar todas las casillas de un tablero de ajedrez
exactamente una vez y regresar al punto de partida? Interpretar la respuesta en
términos de ciclos hamiltonianos en un cierto grafo.

15 El grafo impar Oy se define como sigue (para k > 2): los vértices son los
(ki — 1)-subconjuntos de un {2k — 1)-conjunto y las aristas unen subconjuntos
disjuntos (por ejemplo, O3 es el grafo de Petersen). Demostrar que x{COk) = 3
pata k > 2. '

16 Demostrar gue si G es un grafo con n vértices, m aristas v ¢ componentes
entonces 1
fc<m< i(nﬁc}('nfc—i—l)

Construir ejemplos que demuestren gue ésta cota puede alcanzarse para, todos los
valores de n y ¢ tales que n > o

- 17 Una sucesion dy, ds, . .., d, es gréfica si existe un grafo con n vértices cuyos

grados sean precisamente los d;. Demostrar que si la sucesién d;,da,...,d, €8
grafica y dy > dy > -+ > d,., entonces

n

ditdatoody <h(k—1)+ > minfk,d;)
t=k+1

para l <k <n.

18 La cintura de un grafo G es el minimo valor g para el gue G cb]_ntiéne un
g-ciclo, Demostrar que un grafo regular de grado & y cintura'2m 4 1 ha de tener

al menas .
1+k+k{E=1)+-- +k(k-1)"""
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vértices, v que un grafo regular de grado k y cintura-2m ha de tener al menos
P+ {E—)+E -1+ + (-1

vértices,

19 Formar una tabla con las cotas inferiores que se obtienen en el ejercicio anterior
cuando k = 3 y la circunferencia es 8,4,5,6 y 7. Demostrar gue existe un grafo
que alcanza la cota inferior en los cuatro primeros casos, pero no en el quinto.

20 Sea B el conjunto de los bloques de un 2-disefio en un conjunto X con
pardmetros {(r? +7+ 1,7+ 1,1), ¥ sea G el grafo que tiene por conjunto de vértices
X UB v cuvas aristas unen los vértices 2 v B si el objeto ¢ estd en el blogue
B. Demostrar que (¢ es un grafo regular de circunferencia 6 que alcanza la cota
inferior del ejercicio 18.

21 Sea G ={V, E} un grafo con al menos tres vértices y tal que
s =iV (weV).

Demostrar que & posee un ciclo hamiltoniano.

22 Demdstrar que. g G es el complementario de un grafo G (tal como se defini6
en el gjercicio 8.3.2), entonces x(G)x(G) = n, donde n es el nimero de vértices de
G : '

9 Arboles, ordenaciones y busqueda

9.1 Contar las hojas de un drbol con raiz

Recuérdese que un drbol es un grafo conexo gue no contiene ciclos. Los
drboles aparecen en diversos contextos ¥ con frecuencia uno de los vértices
de un drbol qgueda seflalado de alguna manera especial. Por ejemplo, en
un “4rbol genealégico” con todos los descendientes del rey Enrique VIII,
podriamos acentuar la condicién especial del Rey situdndolo a la “cabeza”
del 4rbol. En general, nos referiremos al vértice distinguido como la raiz y
un drbol con una rafz sefialada serd un Arbol con raiz. {Esta terminologia,
a pesar de ser estdndar, tiene el defecto de que en una representacién

pictérica, la raiz se suele colocar en la cima del 4rbol, de forma que el drbol

parece crecer hacia abajo.)

Nivel ¢

Nivel 1

Fig. 9.1 Un drbol con rafz y sus niveles.

Para estudiar los arboles con rafz, es natural disponer los vértices por
niveles, tal como hicimos con los grafos bipartidos en el apartado 8.7.
Decimos que el vértice rafz r estd en el nivel 0y que los vecinos de r estén
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en el nivel -1: Para cada k& > 2, el nivel k contiene los vértices adyacentes
a los vértices del nivel k& — 1, salvo los que ya han sido asignados al nive]
k—2. El 4rbol con rafz que se muestra a la izquierda de la figura 9.1 puede
redibujarse para hacer visible la posicidn de los vértices en los distintos
‘niveles. - , . S

Un vértice de un arbol con raiz es una hoja si estd en el nivel 1 y no es
adyacente a ningun vértice del nivel 1 + 1. Un vértice que no es una hoja,
es un vértice interno. La altura de un drbol con raiz es el maximo valor
de k para el cual el nivel k no es vacic. Por gjemplo, el arbol de la figura
9.1 tiene seis hojas, cuatro vértices internos y su altura es 3.

Ejercicios 9.1

1 En la tabla siguiente, ng{h) es el nimero de arboles con raiz no
isomorfos con cinco vértices y altura h. {Je dice que dos drboles con rafz son
jsomorfos si existe un isomorfismo entre ellos —considerados como drboles
sin raiz-— que transforma la rafz del primero en la del segundo.) Comprobar
los valores de la tabla dibujando el ntimmero de ejemplos necesarios en cada
caso. ‘ '

h: 1 2 3 4

ng(h): 1 4 3

2 ;Cudntos drboles (sin rafz) no isomorfos existen con cinco vértices?
Dar una lista de las clases de isemorfismo ¥ comprobar a partir de ella que
la lista obtenida en el ejercicio anterior es completa.

3 Construir dos drbales con rafz no isomorfos con 12 vértices, 6 hojas y
altura 4.

Tas propiedades que utilizemos en el apartado 8.5 para definir un 4rbol
tienen consecuencias evidentes al disponer los vértices en niveles. Como
un arbol es un grafo conexo (propiedad T2}, cada vértice v en el nivel i
(¢ > 0) es adyacente a exactamente un vértice u en el nivel i — 1. A veces se
indica esta situacidn refiriéndonos a w como el “padre” de v y a v como el
hijo de u. Cada vértice, salvo la rafz, tiene un dnico padre, pero un vértice
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puede tener cualquier niimerc de hijos (incluso cero). Naturalmente, un
vértice es una hoja si, y sélo si, no tiene hijos.

En las aplicaciones suele ocurrir que cada padre (vértice interno) tenga
el mismo nimero de hijos. Si cada padre tiene m hijos, tenemos un irbol
con raiz me-ario; en particular, si m = 2 utilizamos la palabra “binario” y
§i m = 3, la palabra “ternario”.

Teorema 9.1. La altura de un drbol con rafz m-ario con | hojas es al
menos log, I ' :

DEM0OSTRACION: Dado que
h>log,l <= mt>]

es suficiente demostrar la. afirmacién equivalente de que un drbol con rafz
m-ario de altura h posee como méximo m™* hojas. La demostracién €8 por
induccién sobre A. ‘

La afirmacidn es desde luego cierta para b = 0, ya que en este caso el
drbol tiene sélo un vértice, la rafz, que es una hoja. Supongamosla, cierta
para & < A < hg y sea T un arbol con rafz m-ario de altura hg + 1. Si
suprimimos de 7’ la raiz y las aristas que la contienen, obtenemos m 4rboles '
11,...,Tp; seflalamos sus raices como los vértices de T' en el nivel 1. Caidha~
T; es un érbol con rafz de altura no superior a 7y y, por la hipdtesis de
induccién, tiene a lo sumo m” hojas. Pero las hojas de 7" son precisarmente
las hojas de los drboles 1Y, ..., Tm, con lo que el nitmero de hojas de T es
menor o igual que m x m? = mPotl, o :

La forma fuerte del principio de induccién asegura que el resultado es
clerto para todo k > 0. C [

Dado que log,, 1 no acostumbra, a ser un entero mientras que A sf lo es,
podemos mejorar ligeramente el enunciado del teorema 9.1. Por ejemplo,
sim =3yl =10, entonces la desigualdad

h > log,;, | = 2.0959. ..

implica que h > 3. En general, podenios decir que

h = llog,, 1],
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donde [#].es el menor entero 2 tal que z > z (compérese con la notacidn
|z} introducida en el apartado 7.5).

Una. aplicacion frecuente del teorema 9.1 es al estudio de los arboles
de decision. Cada vértice interno de un drbol de decisién representa una,
decision, y los posibles resultados de la decisién se representan por las
aristas que conducen al siguiente nivel. El resultado final del proceso estg,
representado por las hojas del Arbol. Si el resultado de cada decisién es
simplemente que una afirmacién es cierta o falsa, entonces tenemos un
drbol binario; esta 31tua<:1on muy frecuente, se discutird en el préximo
apartado. El gjemplo signiente se refiere a un érbel ternario.

Ejemplo. (El problema de la moneda falsa). Supongamos que tenemos
una moneda auténtica, con la etiqueta 0, y otras r monedas, indistinguibles
de 0 por su apariencia, salvo en que llevan las etiquetas 1,2,...,7. Se

-sospecha que una.de las monedas puede ser falsa —demagiado ligera o
-demasiado pesada. Demostrar que se necesitan al menos {log;(2r + 1}]
-pesadas en una halanza para decidir qué moneda (st es que hay alguna) es

falsa ¥ si es mds ligera o més pesada. Disefiar un procedimiento que utilice
exactamente este ntémero de pesadas en el caso r — 4.

Fig. 9.2 Solucién al prbbiema de la wioneda falsa cuando r = 4.

SoLUCION: Hay 2r + 1 resultados posibles, u hojas en &l drbol de dec1smn
'  B,1P,11,. TP,

que significan que todas las monedas son buenas, la moneda, 1es pesada
la moneda 1 es ligera, etc. Bl drbol de decision es ternario, ya que para
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cada pesada hay-tres resultados posibles (alE pesar un montén de monedas
contra otro). Son los s1gu1entes : :

< . el izquierdo es menos pesado:
= : los dos'pesan ignal

> : el izquierdo es ™mas pesado.

Asf pues, la altura del drbol de decisién es al menos [log,(2r + 1)].
8i r = 4, entonces [logg(2r +1)] = 2 y una’solucién con dos pesadas se
muestra en la figura 9.2. ‘ o : o

Ejercicios 9.1 (contiruacién)

4 En un torneo de fatbol de la Universidad de Folornia participan 20
equipos. Bl campecnato se organiza por “eliminatorias”, de manera que
los ganadores de los partidos de la primera ronda pasan a la segunda ronda
y asi sucesivamente; los partidos no pueden quedar en émpate: Disenar un
esquema del campeonato basado en un 4rbol con raiz ¥ demostrar que son
necesarias al menos cinco rondas. jPuede hacerse de forma que todos los

que superan una eliminatoria directamente sin enfrentarse lo hagan en la.

primera ronda?

5 La Copa FA es un campeonato de Ifﬁtbol por eliminatorias que
representamos por un drbol con rafz. jCuédntas rondas necesita la
competicién si participan 4090 equipos y ninguno de ellos pasa
directamente més de una ronda? ;Cudntas rondas se necesitan si 90
equipos pasan directamente hasta la ronda 67

6 jCudntas pesadas son necesarias en el problema de la moneda falsa
(tal como se enuncia en el ejempld anterior) si hay sei§ monedas? Disefiar
un procedimiento que utilice este miimero de pesadas.

7 Consideremos la siguiente variante del preblema de la moneda falsa.
Hay ocho monedas y sabemos que ezactemente una es mds ligera. Todas las
demés son auténticas, pero no disponemos de ninguna moneda auténtice
eon la etiguete 0. Dar una cota inferior tedrica del numero de pesadas
necesarias para hallar la moneda llgera ¥ demostrax que este nimero puede
alcanzarse. : : : -

/
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9.2 Arboles vy algoritmos de ordenacién

En el apartado. 7.8 discutimos el problema de cdmo disponer una listy
%1,%2,...,Tn de enteros distintos en orden creciente. En el algoritmo
que usamos para resolver este problema intervenian comparaciones
entre niuneros enteros y movimientos de los datos; este proceso puede
representarse en forma, de un drbol de decisién. -

Cada vértice del drbol de decision representa una comparacidn de dos
enteros, por ejemplo los que en ese momento tienen las etiquetas z; y x;.
Tenemos dos resultados posibles, z; < z; 0 z; > z;, con lo que el &rbol de
decisidn es -binario. En el algeritmo de la burbuja, en cada comparacién
intervienen enteros “adyacentes” x; v z;11, ¥ las reglas que nos indican
qué par hay que comparar en cada paso no dependen del resultado de
comparaciones previas (desde luego, los valores actuales de z; ¥ 41 si
dependen de las comparaciones previas}. En la figura 9.3 se ilustra el 4rbol
de decisién del algoritmo de la burbuja para n = 3. Hay 3! == 6 resultados
posibles, que corresponden a las permutaciones del orden inicial ¢fv; las
hojas del 4rbol de decisién representan estos resultados, junto con algunas
situaciones “imposibles”. >

oft Yo
Ginl [me=] [%E=] [im]
WO\ 47N & \x V7N
Apos. /\ ' /II\DPOS- A
wfy oyB Yo Poy Bya ¥hx

Fig. 9.3 El-drbol de decision del algorito de la burbuja (tres obietos).

Para un n cualquiera, el nidmero de hojas del érbol de decisidn es al
menos n!, independientemente del algoritme que se use. Por su parte, la
altura del &rbol de decisién es igual al nimero s(n) de comparaciones
necesarias. Se sigue del teorema 9.1 que ‘ '

s(n) > logy ().
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Ahora bien, log,(nl!}) es O(nlogn), va que es la suma de n términos logi
(1 <14 < n) y ningin término es mayor que log,n. De hecho, no es
posible una aproximacién mejor (ejercicio 9.2.5). Asf pues, el ndmero de
comparaciones necesarias en cualguier algoritmo de ordenacion es al menos
O(nlogn). ' - -

En el apartado 7.8 vimos que el algoritmo de la burbuja es O(n?),
mientras que el método de biseccién requiere O{nlogn) comparaciones
pero O(n?) movimientos de datos. Vamos a describir shora un algoritmo
donde el ntimero de comparaciones y el de movimientos de datos son ambos
Ofnlogn). Se conoce como ordenacicn de Williams. ' 7

El algoritmo de ordenacién de Willlams utiliza -los drboles con rafz
como ingrediente esencial, aunque no deben confundirse con los arboles
de decisién que hemos utilizado al analizar un algoritmo de ordenacién
arbitrario. Empezaremos por asignar los elementos x1,%3,...,%, a los
vértices de un drbol con raiz de la siguiente forma (figura 9.4). Asignamos
21 & laraiz (nivel 0), zy v =3 al nivel 1, 24,5, 25 ¥ 27 al nivel 2, ete. Tl
vértice con la etiqueta 2, es el padre de %2, ¥ %2,41, siempre que 2r+1 < n.
Fi 1iltimo nivel queda en general sin completar y cuando n es pé:r, el vértice
Lnyo tiene s6lo @, como hijo. Aparte de este hecho, se trata de un drbol
binario con raiz, tal como ilustra la figura 9.4 en el caso n = 12.

Fig. 9.4 Un 4rbot etiguetado para la ordenacion de Williams.

El algoritmo de Williams tiene dos fases. En la primera se transforma
la lista sin ordenar en un tipo especial de lista conocida como monticulo
(véase figura 9.5); en la segunda se transforma el monticulo en una lista
ordenada. La propiedad caracterfstica de un monticuto es que cada padre

L mpmem i .
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es menor gue sus hijos; en otras palabras,

| | | Ty < 35'27'-. ¥ 3‘3r< 532&-1-_
Por _ej'e'mp.lro, la, }iéﬁa. sin o_rdénaf

: 77,23,82,47,65,17,97,85,35,91,61,73

'Se tr&nsferma primero en el montlculo

17, 23 735 35 61, 77 97, 85, 47 91,65, 82

‘(como muestra la ﬁgura, 9 B ya continuacién en Ia lista ordenada

17,23,35,47,61,65,73,77, 82, 85, 91, 97.

Fig. 9.5 Representacion arbdrea de una lista sin ordenar
v el correspondiente monticulo.

El método para transformar una lista en un monticulo trata los padres
(vértices internos) en orden inverso. Supongamos que al llegar a z, los.dos
subdrboles con raices Ly, ¥ ©2,41 va han sido transformados en moenticulos.
Si z, es-menor que Far ¥ Tory1 RO €8 necesario hacer nada més, ya que
en este caso el subarbol con raiz en z, es un mont{culo. De lo contrario,
guardamos z, temporalmente y movemos el menor de 2, y €941 al vértice
libre. ¥sto. crea una nueva vacante; si 2, es menor que los hijos del vértice
libre, o si éste no tiene hijos, Nenamos la vacante con z,; en caso contr_aﬁo,
lienamos la vacante con el menor de los hijos y proseguimos. Al llegar a
una hoja, si no antes; encontraremos un lugar para ..

Las reglas anteriores forman la base del procedimiento monticulo(k,n)
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que, dado un vértice . con la propiedad de gue los subdrboles con rafces
€N Lo ¥ Tzr41 500 monticulos, transforma el subdrbol con raiz en T, en un
monticulo. Aplicando este proceso sucesivamente para k = |n/2|, {n/2]| -

L.

deblera comprobar que el monticulo gue se muestra en la figura 9.5 es
el resultado de aplicar esta téenica a la lista inicial.

El método de transformar un monticulo en una lista ordenada puede
expresarse también en términos del procedimiento monticulo. En un
monticulo la ralz siempre tiene el valor minimoe, de forma que es el primer
elemento ¢, de la lista ordenada. El lugar que deja libre la raiz serd ocupado
por el Wiimo valor z,, y tenemos entonces in drbol con n — 1 vértices; los
subdrboles con rafces en zy y T3 son también monticulos, de manera que
el procedimiento monticulo(t,n — 1) restablece la propiedad de monticulo
del &rbol en su globalidad. La raiz tiene de nuevo el minimo valor v la
asignamos & ys. El lugar libre es ocupado por z,_1, montieulo(1,n — 2)
restablece la propiedad de monticulo, y asi stcesivamente.

Podemos expresar el algoritmo de ordenacidn de Williams completo de
manera muy concisa en-términos del procedimiento monticulo:

Tl algoritmo de ordenacién de Williams

para j:=0 hasta [in|—1 hacer monticulo ([1n] ﬁj)
para i:=0 hasta n-2 hacer ) ’
inicie assignar x; a iyy; sustituir 1 por Tp_ip
monticule (1,n — 1) C

fin;

GSIGNOT T1 ¥ T2 2 Yn—1 € Un

;Cudntas comparaciones son necesarias én el algoritmo de Williams? Ei
el procedimiento monticulo(k,n) hemos dé hallar el miniro ente 2
¥ Togt+1, v compararlo con x: 'esto son dos comparaciones. Repetimos
esta operacién en cada nivel, posiblemente hasta llegar a una hoja.
Como zj, estd en el nivel [log, k] y una hoja estd en el nivel [log, n]
o |log, nf — 1, el nimero de comparacmnes necesarias en montzcu.lo(k n)

es aproxmladamente

2(logy n — log,y k) = 2log,(n/k).

,-»22,1, el drbol completo se transforma en un monticulo. El lector”
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En la primera fase del algoritmo, el procedimiento monticulo(k,n) se
eiecuta para todos los k en €] infervalo 1 < & < n/2, aproximadamente. Ea
la segunda fase, el procedimiento monticulo(l, §) se ejecuta para todos los
j en el intervalo 2 < 7 < i~ 1. As{ pues, el ndmero total de comparaciones

es, aproxmadamente,

nf2

2 Z logy(n/k) +2 Z log j

Ambas sumas tienen menos de n términos ¥ cada término es como maximo
log, n, de donde resulta que el nimero de comparaciones en el algoritmo
de Williams es-O(nlogn}. Més ain, el nimero de transferencias de datos
es proporcional al nimero de comparaciones, con lo que también es

O(nlogn).

Ejercicios 9.2

1 ;Cudl es la minima altura posible del drbol de decisidn de un algoritmo
que ordene cuatro elementos utﬂizando comparaciones binarias?

2 Caleular €l ndmero de comparaciones bmarla.s necesarias (en el peor
de los casos) si se ordenan cuatro objetos

(1) por el método de la burbuja;
(i) por insercién {método secuencial);
(iif) por insercién {rmétodo de biseccién).
3 Utilizar la ordenacidén de Williams para formar un monticulo a partir

de lag siguientes listas no ordenadas. Tlustrar en cada caso el monticulo
resultante en forma de drbol y escribir la lista correspondiente.

(i} 63,55,33,16,81,76.
(i) 73,21,17,28,32,56, 19;84, 33,49, 77,51, 12.

4 Fl programs siguiente corresponde al procedimiento montfculo{k,n)
descrito en el texto. Explicar en lenguaje corriente el propésito de cada
linea del programa (por ejemplo, én la linea 2 se comprueba que z; no sea
una hoja).

ESFEE: TN
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El procedimiento monticulo (k,m)

I j:=k;
2 mientras j no supere a (5] hacer
inicio
3 s8i 2j<n y Taj > Taj41 entonces a:=2j+1
4 81 no a:=2j;
5 si z; < z; entonces inicio infercambiarz, y x;; j:=a fin
6 8i no j:=m
fin

5 Demostrar que si ¢ y n son enteros con 1 < 4 < n, entonces
in—i+1)=n
Deducir que nl! > n™? gin es par, y que por lo tanto

1
5 logs i < logy(n!) < nlogy n.

9.3 Arboles generadores y el problema AGM

Sea G = (V, E) un grafo conexo y 7" un subconjunto de F tal gue

(i) cada vértice de G pertenece a una arista de T

{ii) las aristas de T forman un drbol;

En este caso decimos que T es un Arbol gener-ador de de 7. Por ejemplo,

las Hneas gruesas muestran un arbol generador en la figura 9.6

Fig. 9.6 Un grafo y uno de sus 4rboles generadores. -
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" Re facil “hacer crecer” un arbol generador: se toma un vértice v como
“4rbal parcial” inicial y se le afiadén aristas una a una de forma que
cada mieva ariste afiada un vértice al drbol parcial. Il 4rbol generador
de la figura 9.6 podria haber crecido a’ partir del vértice a y uniéndolo
a log restantes vértices en el orden b, ¢, €, f,d, h, g mediante las aristas
ab, ac, ae, cf, fd,' fhy hg. En general, si hay n vértices necesitaremos n—1
pasos, después de los cuales tendremos 1 + {n—1)=nvértices y n — 1
aristas (que es el nimero correcto segin el teorema 8.5).

- Para demostrar que.el método siempre funciona, sea S el conjunto de
los vértices en el drbol parcial en un estadio intermedio de forma que 5 no
es vacio ni todo V..Si no hubiera ninguna arista con un vértice en S y otro

. en ¢l conjunto complementario 35, no podria haber ningin camino entre S
-y &, entonees G no seria conexo, contrariamente a la hipétesis. Asi pues,

siemmpre hay alguna, arista disponible en cada paso de la construccidn.

Ejercicios 9.3 7
1 Hallar dcboles generadores del grafo cubo (figura 8.12) y del grafo de
Petersen (figura 8.14).

2 Hacer un esquema de todos los arboles generadores del grafo completo
K4 (hay 16 en total).

Los édrboles generadores son “Gtiles en varios contextos. Por ejemplo,
SUPONEAINOS (ue hemos de unir una serie de ciudades por pares mediante
tuberfas, de manera que formen una red conexa. Es posible que algunos
‘pares de cindades no puedan unirse por razones geograficas. Por otra parte,

" cada posible unién tiene asociado un coste. Formalmente tenemos un grafo

(V, E) que tiene las cindades como vértices y por avistas ias posibles
uniones, y una funcién w de B en N de forma que w(e) representa el
coste de construir la arista e, Decimos que G y w constituyen un grafo
ponderado y que w es una funcién de peso.

En el probléma de las tuberfas, el objetivo prictico es obtener una red
de intérconexiéa de coste minimo, que corresponde a un drbol generador

T de G cuyo peso total
w{T) = Z'w(e)

ecT
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sea el menor posible. A esta situacién la denominaremos. el problema
AGM (problema del 4rbol generador minimal) del grafﬁ G

Como los valores w son enteros positivos, es evidente que el problema,
tiene solucién, ya que hay un nimero finito de érboles genera_dor—es T de
G y cada uno de ellos proporciona un valor entero positivo de w(T). En
otras palabras, existe un drbol generador minimal Tp tal que

w(To) < w(T)

para todo drbol generador T Hacemos notar, sin embargo, que pueden
existir varios drboles distintos con la misma propiedad. a
Hay un algoritmo sencillo para el problema AGM basado en el principio
voraz aplicado al método de crecimiento anterior. En concreto, en cada
paso se aftade la arista menos costosa que una un nuevo vértice al 4rbol
parcial (si hay varias aristas disponibles con el mismo peso se elige
cualquiera de ellas). Por ejemplo, si en la figura 9.7 empezamos por ,
podemos afladir las aristas en el orden ww,ux,uy,yz. Por ofra parte, si
empezamos por y, hemos de afiadir las aristas en el orden Yz, YU, Uy, uz.

7
PFig: 9.7 Un arbol generador minimal.-

A primera vista, es sorprendente que el algoritmo voraz en el pro-
blema AGM funcione, especialmente-si recordamos que en el problema
de la coloracion de vértices el algoritmo voraz no siempre pro'dubia una
coloracién con el minimo nimero posible de colores. Pero en el caso del
problema. AGM estamos de suerte.

. Teorema 9.3. Sea G = (V, E) un grafo conexo con funcién de peso w :

E — N y supongamos que T es un arbol generador de G construido
mediante el algoritmo voraz. Entonces, pars cualquier drbol generador U
de (7 se tiene que

w(T) < w(l).
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DEMOSTRACION: - Denotaremos las aristas de 7" por e1,€3,...,€r—1 €n
ol orden de construccién del algoritmo. Si U = T, el resultado es
evidentemente clerto. Si U7 £ T, hay aristas de T" que no son de U; sea ¢
la primera de ellas, en €l orden que hemos establecido. Sea .5 el conjunto
de vértices del arbol parcial inmediatamente anterior a la adjuncion de ey,
y sea ey, = xy, donde z es de § e y no lo es.

Clomo. U/ es un 4rbol generador, existe un camino en U de x ay; al
recorrer este caminoe encontraremos una arista e* que tendrd un vértice
en S y otro fuera de §. Cuando-el algoritmo voraz selecciona ey para T
e* es también un candidato pero no es seleccionado. As{ pues, ha de ser
w(e*) > w(eg). Por otra parte, sie” es de T, ha de ser seleccionada despuds
de ey, de modo que viene después de e, en el orden establecido.

El resultado de eliminar e de U y sustituirlo por ey es un drbol
generador U/} para el cual

w(U1) = w(U)

Ma4s atn, la primera arista de T que no es de U; aparece después de
ex. Podemos repetir el proceso y obtenemos una sucesién de drboles
generadores Uy, U, . .. con la propiedad de que cada uno tiene un segimento
inicial de la sucesién €1.€3,..:,En—1 €n comun con T mayor que el anterior.
El ﬁfoceso acaba cuando llegamos a un drbol generador Uy igual a T, ya

—wl(e®) + wlex) <w(l).

que enfonces
Ty = w(l,) < w(lle_1) < w(lh) < w(U),

tal como se queria dethostrar. 0

Hay uns forma, clara de controlar el desazrolio del algoritmo mediante
una tabla con tres columnas.

11 m

T oy w(z,y)

Ta columna T es una lista con los vértices que no estdn en S, el conjunto
de vértices que ya han sido afadidos al drbol parcial. Para cada uno de
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estos z, la entrada correspondiente y de la columna IT es un vértice de §
tal que la arista zy sea una de las aristas de menor coste que unen z a un
vértice de S. La columna 111 contiene el valor de w(zy).

En el paso i-ésimo de la construcién, |S| =i y hay n — i vértices en la
columna 1. Hemos de seleccionar la menor de las entradas de la columna
111, pongamos w(zg, ¥o), lo que conlieva n —i — 1 comparaciones. Después
hay que actualizar la tabla como resultado de afiadir 29 a S medianie la
arista Toyo. Esto significa eliminar la fila zg ¥ comprobar si zg (que ahora
es de ) puede sustituir a alguna de las entradas anteriores en la columaa
1I: es decir, comprobar si w(zzg) < w(zy) para cualguiera de los restantes
n — ¢ — 1 vértices z, lo que conlieva otras n — ¢ — 1 comparaciones. El
ndmero total de comparaciones necesarias es

d 2n—i-1)=

i=1

(n—1)(n—2),
que es O{n?).

Ejercicios 9.3 (continuacidn)

3 Utilizar ¢l slgoritmo voraz para haillar un 4rbol generadorrmixllimél
para el grafo ponderado de la figura 9.8. En este caso, jes nico el drbol.
generador minimal?

b 1 2 2 h
2/ g 37 3 3 7 N9
" 8 ¢ 1 f 6§ : 2 %
N7 ¢ < 1 4
d 9 £ 1 ]

Fig. 9.8 Hallar e} AGM.

4 Sea G el grafo ponderado gue tiene por conjunto de vértices a
{z,a,b,¢,d,e, f} ¥ cuyas aristas y pesos vienen dados por la sigulente
tabla:

ze zb zc zd ze T ab be ed de ef fa
6 3 2 4 3 T 62 3 1t 8 6

.—.‘_’\;
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Hallar todos los drboles generadores minimales de G.

5 Bea T un arbol generador ‘minimal de un grafo ponderado K ¥ sea, e*

una, arlsta de K que no es de T Sea e una de Tas aristas de T perteneczentes
al finico camino en T que une los vértices de’e” Demostrar que w(e) <

w('e*').

6 Escribir un “programa” para el algoritmo voraz basado en el ﬁétodo

tabular eshozade anteriormente.

9.4 Bisqueda en profundidad

“Supongaimos que hemos de llevar a cabo una busqueda de-los vértices
de un grafo, empezando por un vértice concreto. Esencialmente, podemos
emplear dos estrategias distintas. Podrfamos ¢ ‘profundizar”; moviéndonos
& un nuevo vértice siempre que fuera posible, o podrfamos “desplegarnos
comprobando todos los vértices en un “nivel” antes de pasar al si-
guiente. En este apartado consideraremos la primera estrategia, conocida
técnicamente con el nombre de bisqueda en profundidad (BEP).

~ Bl diagrama de la figura 9.9a representa el j Juego del escondite. F} que
busca estd inicialmente en o y ha de comprobar los escondites b,¢c,d v
e utilizando las rutas disponibles. Es elaro que el grafo de la figura 9.9b
contiene los elerzentos esenc;a,les del problema.

" Fig. 9.9 El juego del escondite.

En la estrategia BEP el que busca se comporta comoe un nifio excitado.
Vadeaa cualqmer vértice adyacente pongamos'b, e inmediatamente a
m nuevo vértice ¢. De ¢ va a d, pero alli se encuentra clavado, puesto que
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va ha visitado a los dos vértices adyacentes. De forma que “retrocede” de

~d acy descubre un nuevo vértice e disponible al cual se dirige.

Aungue el que busca no puede saberlo, ya no hay més escondites que
comprobar. En la estrategia BEP podemos imaginar que la excitacidn
infantil ha sido sustituida por una comprobacién sistematica que revelars
si todavia queda algin vértice por visitar. Como los dos vecinos a y ¢ de
e ya han sido visitados, el buscador retrocede a ¢ (de donde fue primero

e). Nuevamente, todos los veécinos de ¢ han sido visitados, de modo que
retrocede a b (de donde, en primera instancia, fue a ¢). Andlogamente,
de b retrocede hasta a. En a no hay nuevos vecinos y reconoce €l punto
de partida. La bisqueda ha terminado: si se ha seguido el procedimiento
corrécta,mente, todos los vértices accesibles desde a han sido explorados.

El procedimiento BEP puede considerarse como un caso particular del
métode de crecimiento de drboles introducido al principio del apartado

anterior. Al visitar un nuevo vértice, anadimos. al drbol parcial la arista -

que conduce a €l; en el ejemplo anterior, las aristas se afladirian en el
orden ab, be, cd y ee (fig. 9.9¢). La caracterisiica especial del método BEP
es que el nuevo vértice siempre se elige adyacente al dltimo de los posibles
vértices anteriores.

Una descrzpcmn més formai del método BEP es la . siguiente.
Ermpezamos en un vérice v y construimos un drbol parcial W de la. si-
guiente manera. Siempre que el vértice activo z tenga.nuevos vecinos,
elegimos uno de elios y, afladimos zy a W, AVANZAMOS hasta y -y
sustituimos = por ¢ como nuevo vértice activo. Cuando no hay nuevos
vértices adyacentes a 1, RETROCEDEMOS al vértice que originalmente nos
condujo a z. Eventﬁahnente, nos hallaremos de nuevo en v sin ningin
lugar a déude ir, y entonces W = T y acabamos. En este proceso, hemos
usado cada arista de T dos veces, una para avanzar y okra para retroceder
(Gg. 9.9¢). ‘

Hay una diferencia import'ante entre los problemas de crecimiento de
arboles del apartado anterior y el procedimiento de bisqueds BEP. En
el apartado 9.3 sabiamos de antemano que el grafo (7 era conexo, con lo
que la lista de vértices contendria finalmente todoes los vértices del grafo
v el drbol era un drbol gererador de (@ {por este motivo podiamos acabar
después de .~ 1 pasos sin tener que comprobar que no habla mas vértices

_accesibles). Pero en un problema de bisqueda no sabemos si G es conexo:

de hecho, el objetivo de la blisqueda puede ser dilucidar precisamente esta
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cuestidn. Lo que sabemos es que BEP hallard todos los vértices que pueden
ser alcanzados desde el vértice inicial v. -

Teorema 9.4. Sea Vy.unrvértice del grafo G y T el conjunto de aristas
construido mediante el método BEP. Entonces T es un drbol generador
del componente de G que contiene a v.

DaEMOSTRACION: Que T es un drbol es consecuencia directa de las reglas
de la construccién. Sea z un vértice en el mismo componente que v, de
forma que existe un camino en &
V=g, V1y. .., U = 2.

Si z no es de T, entonces (ya que v es de T) ha de existir un par v, ¥4
tal que v; sea vértice de Ty ¥4y 1o lo sea. Al ser v; de T, serd el vértice
activo © al menos una vez. Siempre que avancemos de v; hacia un nuevo
vértice debemos volver eventualmente a v;, ya que se puede retroceder a
través de las aristas del 4rbol. No podemos abandonar v; hasta que todos
sus vecinos hayan sido visitados; en particular, si viy1 no es de 1', no puede
ser vecino de v;, contrariamente a la hipdtesis. Asi pues, z debe estar en T'.
]

Tabla 9.4.1

Pila Afadir

i3

ab
abe
abed
abe —
obce e

a0 o8
| oa |

1
2 o6 o

=0
|

Una buena manera de describir BEP es haclendo una lista de los
vértices. Cluando alcanzamos un vértice por primera vez en la bisqueda,

1
L

e
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se afiade a la lista, y se elimina cuando lo abandonamos definitivamente;
La Hsta de vértices se conoce con el nombre de pila, ya que se comporta
como una pila de platos para ser usados en un restaurante: sélo se pueden
afladir o guitar vértices (platos) en la cima de la pila. 8i el final de la lista
representa la cima de la pila, la tabla 9.4.1 describe BEP para el grafo de
la figura 9.9c empezando por ¢l vértice a.

En general, BEP en un grafo se describe mediante el siguiente
algoritmo, donde v es el vértice inicidl y cima(pila) es el vértice activo
al final de la lista.

sea pila=(v);
mientras pilo no vacie hacer
inicio
x:= cima(pila);
si = es adyacente a un nuevo vértice y
entoncas aiiedir y a le cima de la pila
si no quitar x de la pila
fin

Ejercicios 9.4

1 Sea G el grafo definido mediante 1a lista de adyacencias de la tabla’
9.4.2.

Tabla 9.4.2
a b ¢ d e f g h
b a b a b g ¢
d ¢ d b b
h d g ¢ h
e

Calcular el drbol BEP de (3, empezando por g (cuando haya mds de un
vértice, elegir el primero por orden alfabético). jEs (3 conexo?

2 Usar el método BEP de forma sistemética para hallar los componentes
del grafo que tiene por lista de adyacencias la que muestra la tabla 9.4.3.
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Tabla 9.4.3.

0 1 2 3 4 8 6 7 8 9 10 1 12 13 14

2 4

2.3 0.1 11 .0 -4 -0 1 10 .9 4 1

5 .8 5 1214 2. 14 5 12 12 6 3 5 6

7 13 7 13 1“9 7 o1t
13 10

3 El diagrama de la figura 9.10 representa un labermto, ‘donde las lineas
son paredes y los espacios pa,sﬂlos :

'
i

: z

Fig. 9.10 Un laberinto que no es famoso.

(i} Poner etiquetas a los cruces y a las calles sin salida (la entrada es A
v la salida Z). : ‘

(i1} Obtener la lista de atlyacencias del grafo correspondlente

(i) Utilizar BEP para hallar un camino de 4 a Z en el grafo.

(iv}, Dibujar el camino correspondiente en el laberinto.

4 Construir una tabla que muestre cémo se comporta la bﬂa al aplicar
BEP al grafo de la tabla 9.4.2 (empeza.r por a vy utilizar el orden alfabético
si hay méas de una opcién). :

9.5 Biisqueda en anchura S .

Ta principal alternativa & BEP es la bisqueda en anchura {BEA).
Mieniras que en BEP avanzamos de un vértice & otro nuevo siempre que
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sea posible, en BEA visitamos todos tos vecinos del vértice activo antes'de

ir al siguiente. En consectiencia, no hay necesidad de retroceder.
Al igual que BEP, BEA puede considerarse como un método. de
crecimiento de 4rboles, aunque tembién como una puratécnica de

busqueda, sin més que fabricar una lista con los vértices en su orden de

aparicién. El lector debiera comparar y contrastar la signiente descripeién
con la de BEP.
Empezamos en un vertlce vy constrmmos un arbol paraal W. Mientras

el vértice activo z tenga Vecinos nuevos, elegimos uno de ellos y vy

ADJUNTAMOS zy a W (no sustituimos z por v). Cuando ya no quedan
vecinos nuevos de , pasamos al SIGUIENTE vértice después de z en el
orden original de aparicién. Finalmente legaremos s un vértice que no
tiene nuevos vecinos y para el que no existe vértice siguiente; entonces
hacemos T = W y acabamos. Por ejeraplo, el procedimiento BEA aplicado
al grafo del escondite (fig. 9.9) empezando por a, anadma las aristas en el
orden ab, ac, ae, bd.

T2 demostracidn del siguiente teorema es muy parecida a la del teorema
9.4 y la dejamos comno ejercicio (ejercicio 9.7.16}.

Teorema 9.5. Sea v un vértice del gfafo- G y T el conjunto de aristas

construido mediante el método BEA. Entonces T es un drbol generador
del componente de (¢ que conticne a v. : 0o

Es instructivo comparar el desarrollo de BEP y BEA en términos de
la. lista de vérticesen el orden de bisqueda. Mientras que en BEP la lista
se comporta como una pila, en BEA es una cola, ya que recuerda a la
progresién ordenada de gente esperando en una tienda a ser stendidas.
Los nuevos vértices se afiaden al fionl de la cola 'y los antiguos se eliminan
del principio. El algoritmo es el siguiente, donde v es el vértice inicial.

sea cola= {v);
mientras cola no vacia hacer
inicio
= principiof coln);
si z es adyacente o un nuevo vértice y
entonces afnadir ¥ ol final de la cola
si no gquitar = de la cola
fin . - :
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Por ejemple, el desarrollo del método BEA para el grafo del éscondite es
el de la tabla 9.5.1

En ciertos contextos, la cola BEA se conoce como el modo primero en
entrar, primero en salir (en nglés FIF(), mientras que la pila BEP es el
modo dltimo en entrar, pm’meré en salir (en inglés LIFQ).

Tabla 9.5.1

Cola Afadic Quitar

a
ab
abc
abce

a6 oo R
\

=]

bee —
beed
ced -

[~

=
|
&anl

Ejeréicios 9.5 ' ,
1 Construir el 4rbol BEA con raiz en ¢ para el grafo (7 definido en el
gjercicio 9.4.1.

2 Utilizar BEA para,comprobar si el grafo definido en la tabla 9.5.2 es
COnexo.

Tabla 9.5.2

a b ¢ d e f g h i

e d e b a c b b a
i g f g ¢ e d d ¢
h & h f t f

’

3 Sea v un vértice del grafo completo K,,. Calcular la altura de los drboles
BEP y BEA en K, con raiz en v. j,Cuéles son las alturas respeciivas si el
grafo es ahora el ciclo C,7 )
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4 Construir tablas que muestren cémo se forma la cola al aplicar BEA. al
grafo del ejercicio 9.4.1 (empezar con el vértice a ¥ usar el orden alfabético
si hay que elegiz).

5 Sea G un grafo conexo regular de grado k y sea d la altura del drbol
BEA con rafz en un vértice de G. Demostrar que el nimero de vértices de
(7 es, a lo sumo,

T+k+k(e—1D)+k(E-12 4 +k(k-1)1

9.6 El problema del camino mas corto

Muchos de los algoritmos que se usan en la informatica v la investigacidn
operativa estdn basados en BEP o BEA. Puede ser dificil decidir, en un pro-
blema particular, qué téenica es la apropiada; la decisidén puede depender
de un andlisis tedrico, de la experiencia prictica, o de ambos. En términos
generales, BEP es preferible si el problema requiere hallar sélo una solucién
entre varias posibles: por ejemple, si hemos de hallar un camino cualquiera
que una dos vértices de un grafo. Por su parte, BEA es més adecuado para

problemas que requieren algdn tipo de optimizacidn, tales como hallar un
camine con el menor niimero de aristas. En este apartado estudiaremos

una generalizacion de este dltimo problema.

Supongamos que tenemos un grafo ponderado, por ejemplo el que
muestra la figura 9.11, y pensemos en los pesos como en las “distancias”
de las aristas en alguna interpretacién préctica. Queremos hallar el camino
miés corto de un vértice v a otro vértice w, donde la longitud de un camino
se mide sumando las longitudes de sus aristas.

Fig. 9.11 Hallar el camfno més corto de v a e.
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Supongamos que hemos comprobado que el camino més corto de v a un
vértice p tiene longitud I(p). Supongamos también que y es un vecino de
P para el que sdlo tenemos una estimacién I(y) de la longitud del caming
més corto de v & y (fig. 9.12). La ruta mas corta de v a y via p tiene
longitud I(p) +w(py) v, si ésta es menor que {(y), podemos mejorar muestra,
estimacién. Es decir, asignamos a [(y) un nuevo valor, igual a.

min{l(y), i(p) +rw(py)}-

Fig. 8.12 l{y) « min{i(y}, l(p} + wlpy)}.

"La idea que subyace en el algoritmo para el problema del camino més
corto es usar una versién del procedimiento BEA para construir un drbol,
con raiz en v, cuyas aristas definan el camino més corto de v a cualquier
otro vértice. En cada paso, un vértice x tiene una etiqueta i{z), que
puede ser temporal o permanente. Cuando estamos seguros de que I(z)
es la longitud del caminoc mds corto de v a z, la etiqueta I(z) se vuelve
permanente y afiadimos z al drbol.

Empezamos con [(v) = 0, que ya es permanente, y para cualquier
otro vértice z hacemos {(z) igual a algin ndmero grande L. Sea p el
diltimo vértice que ha recibido una etiqueta permanente {inicialmente es
P = v). Para cada vértice y adyacente a p que tenga una etiqueta temporal,
caleulamos el nuevo valor dé I{y) tal como se ha indicado anteriormente.
Después hallamos ef vértice g que tiene la etiqueta temporal minima:
hacemos su etiqueta permanente y lo anadimos al drbol mediante la
arista zq, donde z es el vértice utilizado para obtener el valor I{g). Luego
sustitnimos p por g y proseguimos hasta que todos los vértices tengan una
etiqueta permanente. - : R

La tabla 9.6.1 muestra el proceso de etiquetaje y la formaciér del arhol
para el grafo de la figura 9.11.
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Tabla 9.6.1 -
P v a b e d e q zq
Q L L L L L

o 3 9 T L L a wa
a 8 T 9 i1 e we
c 8 9 11 b ab
b . 9 11 d ad
d 10 e de

Un valor adecuado para I en este caso serfa 50, la suma de todos los
pesos; es evidente que ningdn camino puede tener una longitud mayor. El
camino més corto de v a cualquier otro vértice es el dnico camine en el
arbol que va de v & dicho vértice; por ejemplo, el camino més corto de v a
e es v,a,d, e. Si sélo necesitamos el camino mds corto hasta un vértice en
particular, nos detendremos en cuanto dicho vértice reciba una etiqueta
permanente.

Ejercicios 9.6

1 Usar el método tabular descrito més arriba para hallar el camino més-

corto de v a w en el grafo ponderado de la figura 9.13.

e 13 ‘

Flg 9.13 Hallar el camino més corto de v a w. '

2 Hallar la Tuta més corta de A a F' en el grafo p(}ndefado que especifica
la tabla 9.6.2.
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Tabla 9.6.2
A B ¢ D E F
A — 5 8 3 4 9
B - 6 1 5 4
c -~ 3 9 2
D - 4 6
E - 3

3 Partimos de un grafo ponderado con n vértices. Definimos el Fstado 1
del algoritrmo como la fase en la que ¢ de los vértices han recibido etiquetas
permanentes (1 < i < n—1). ;Cudl es el niimero minimo de comparaciones
necesarias para calcular las nuevas etiquetas en el Estado 7 jCudl es el
niimero méaximo de comparaciones necesarias para decidir gqué vériice serd
el siguiente en recibir una etiqueta permanente? Deducir que el ntimero
total de comparaciones que requiere el algoritmo es O(n?).

9.7 Ejercicios diversos

1 Sea T un 4rbol m-ario con rafz y n vértices, I hojas e i vértices inbernos.
Demeostrar que
no=mi+1

¥ deducir una expresién de [ en términos de m y n.

2 Para cada uno de log seis drboles diferentes (sin rafz} con seis vértices (ejercicio
8.5.1} hallar el ndmero de maneras esencialmente distintas de elegir un vértice
como rafz. Calcular el ndmerc de drboles con rafz y seis vértices distintos.

3 Utilizar la ordenacién de Willlams para construir un montzculo & partir de la
lista,
29, 38,71, 15,32, 61, 83, 35,47, 67,78, 63, 91.

4 - Supongamos gue etiquetamos ©,%s,...,T, los vértices de un 4rbdl “quasi-
binario” como el de la figura 9.4 y sea r; el niimero de vértices del subdrbol con
rafz en ;. Demostrar que el nimero de maneras de asignar n enteros distintos a
los vértices de modo gue formen uh monticulo es '

-

n!
CryTg et
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5 Demostrar que el grafo completo Ky tiene 125 &rboles generadores chstmtos
{ro hacer uma lista de todos ellos).

6 Hallar todos los drboles generadores minimales del grafo ponderado de la figura
G.14. .

2
. 4 3,
4
£
5 3 1 3
4 2

Fig. 9.14 Hallar todos los AGM.

7 Hallar el camine mdés corto de a a & en la figura 9.8.

8 La versién de Kruskal del algoritmo voraz es la siguiente: elegir las aristas
en orden de peso creciente, rechazando aquellas que al incluirlas completarian un
ciclo. Mostrar mediante un ejemplo que, en el método de Kruskal, ¢l conjunto de
aristas construido en un paso intermedio no tiene por qué formar un grafo conexo.

9 Demostrar la versidn del teorems 9.3 correspondiente al método de Kruskal (en
otras palabras, demostrar que el método de Kruskal funciona).

10 Disehar un laberinto con una tnica “puerta” y un daico “centro” usando una
representacion similar a la de la figura 9.11. Describir ¢cémo utilizar BEP para
encontrar un modo de salir del centro a la puerta.

11 En 1835 G. Tarry dio la siguiente regia para salir de un laberinto. No voluer a
pasar por el lugar que condujo o uno bifurcacidn por Primera ves, a MENOS que 7o
haya otra alternative. Explicar la conexidn entre la regla de Tarry y e algoritmo
de biisqueda. en profundidad.

12 Sea T un arbol generador de un grafo G v r un vértice de G. Si consideramos
T como un grafo dirigide (dirigiendo cada arista desde r) podemos decir que los
vértices e y estdn T-relacionados si existe un camino dirigidoen T dez ay o de
ya .

Demostrar que si T" es un drbot BEP con rafz en r y zy es una arista de (7 que
no estd en T, entonces = e y estdn T-relacionados.

13 Demostrar con un ejemplo que la conclusidn del ejercicio anterior es falsa si
T es un arbol BEA con rafz en 7.

14  Un vértice de un grafo conexo es un vértice de articulacidn si su supresién
{(junto con las aristas que contiene) desconecta el grafo. Utilizar la idea contenida
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en el bjercicic 13 para formular un algoritmo, basado ‘en BEP, para hallar los
vértices de articulacién de un grafo conexo dado.

15 Demos’cray el teorema 9.5.

16  Denotemos por 1,2,...,n los vértices del grafo completo K, v deﬁnamos,l

para cada drbol generador T’ de K,,, el aimbolo de Priifer (p,py,. .. +Prz)
como sigue. El simbolo de Priifer de un drbol con dos vértices es nulo. Sin > 2, el
simbolo de Priifer de un drbol T° con n vértices es (j,q:,...,qn_3), donde

(i) 7 es el dnico vértice de T adyacente al primer vértice 4 de grado uno en
orden alfabético,

(i) {g:;-..,qn—3} es el simbolo de Priifer de! drbol que se obtiene al suprimir
de T la arista ij.

Demostrar que el simbolo de Priifer define una biyeccién entre el conjunto de
arboles genera.dores de K, y el COI]]UHtO de (n — 2)-plas ordenadas del conjunto
{1,2,...,n} ¥y deducu‘ que K, posee n"® arboles generadores,

17 Tenemos cua.tro monedas y como maximo una de ellas es falsa (més liviana
o mds pesada}. Demostrar que para deéterminar la’ moneda. falsa, si hay alguna,
ge recjuiér_en, en teorfa, al mencs dos pesadas, pero que este nimero no puede
alcanzarse (en este problema no se dispone-de una monsda verdaders).

10  Grafos blpartldos y problemas de empa—
rejamientos

10.1 Relaciones y grafos bipartidos

En el apartado 3.2 introdujimos una amplia clase de problemas-que pueden-
expresarse en términos de contar un cierto subconjunto de un conjunio

producto X x Y. Una manera de describir tal subconjunto, es decir que
un elemento ¢ de X y un elemento y de Y estdn “relacionados” si el
par (z,y) pertenece al subconjunto. Por ejemplo, si X es un conjunto de
estudiantes e ¥ un conjunto de asignaturas, podriamos decir que z e ¥
estan relacionados si el estudiante x cursa la asignatura y.

Estos comentarios nos llevan a definir una relacidén R entre dos

conjuntos X e ¥ simplemente como un subconjunto de X % Y, de modo

que los enunciados

z e y estdn relacionados (por B),

el par {z,y) es de R,

signiﬁcan/éqactamente lo mismo. Es posible que X = ¥; es el caso, por
ejemplo, s1 consideramos relaciones de equivalencia definidas en X. Sin
ernbargo, en edte capitulo estudiaremos relaciones entre conjuntos X e V'
disjuntos. A continuacién mostraremos ¢dmo representar una relacién de
este tipo mediante un grafo bipartido.

S5i R es una relacidn entre conjuntos digjuntos X e Y (es decir, F eg
un subconjunto de X x ¥}, definimos un grafo bipartido & que representa
a R como sigue. El conjunto de vértices de (7 es la unién de X e Y y
el conjunto de aristas F contiene las aristas zy tales que (z,y) es de K.
Como cada arista tiene un vértice en X v otro en Y, estd claro que @
es bipartido. Es conveniente pensar en un dibujo de ¢, por ejemplo el
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de la figura 10.1. Si queremos insistir en-que G es bipartido, usaremos la
notacién G = (X UY E). :

Fig. 10.1 Fl grafo bipartido que representa la relacién
E={(a,p),(a,q), (b a} (7). (da)}

El teorema bésico para contar conjuntos de pares tiene una
interpretacion sencilla en términos de grafos.

Teorema 10.1. Sea G = (X UY, E) un grafo bipartido y sea §() el grado
de un vértice v de (. Entonces

Y 6w) = 3 60) - |1

zEX ycyY

DEMosTRACION: Como cada arista tiene exactamente un vértice en X,
el nimero total de aristas es la suma de los grados de los vértices de X.
Igualmente para la suma de los grados de los vértices de V' y de aqui se
sigue el resultado. EJ
En lo que resta de capitulo enunciaremos los resuitados en términos de
grafos bipartidos, mas que de relaciones. Sin embargo, todos los resultados
podrian interpretarse como resultados sobre relaciones si quisiéramos.

Ejemplo. Tenemos ur conjunto de personas y un conjunto de trabajos,
de tal forma que cada persona estd cualificada para hacer exactamente
k trabajos y para cada trabajo hay exactamente k personas cualificadas
para hacerlo. Demostrar que

(1) el nimero de personas es igual al nfimero trabajos; . <. .
(ii) dado un n-subconjunto A de las personas, hay al menos n trabajos
para las cuales algin miembro de A estd cualificado,

10.1 Relaciones y grafos bipartidos 233

SOLUCION: Sea X el conjunto de personas e Y el de trabajos. Diremos que
2 e ¥ estén relacionados si la persona z estd cualificada para el trabajo y. La
condicién del enunciado nos dice que el grafo bipartido G = (X UY, E) que

representa esta relacidn es un grafo regular de grado k. Segiin el teorema -

10.1 tenemos que
X[ k= IY]h =B,

con lo que | X| = |Y], tal como s¢ afirmaba en (i).
Para la parte (ii), sea A un n-subconjunto de X y definamos T'(A)

como el conjunto de trabajos para las que al menos un miembro de A esté:

cualificado; es decir,
T(A)={yeY|zy € E para algin.z € A}

Como cada vértice pertenece exactamente a k aristas de &, €l conjunto
FE4 de aristas que tienen un vértice en A tiene cardinal k4| = kn, Por
definicién de T(A4), cada una de estas aristas tiene un vértice en T'(4),
v la condicién enunciada nos dice que el ndmero total de aristas con un
vértice en T(A) es k|T'(A4)|. Por lo tanto,

»

|Eal = kn < k|T(A)]

y |T{A)} = n como afirmébamos. ' / ‘ [

Ejercicios 10.1

1 Sea X ={2,3,5,7,11}, ¥ == {99,100, 101,102,103} y digamos que €
y estén relacionados si  es un divisor de y. Dibujar el grafo bipartido que
representa a esta relacién y comprobar que se satisface el teorema 10.1.

2 El grafo bipartido completo K, es €l grafo bipartide (X UY, E)
donde |X| =7r,|V]| =g, ycadaparzyconz € X ey €Y es una arista.

(1) ;Cudl es el grado de los vértices de X7
(it) /Cuél es el grado de los vértices de Y7

- (iit) ;Cudntas aristas hay en K, ;7

{(iv) Describir en lenguaje coloquial la relacidn gue representa KT 5
(v) Demostrar que K7 ; es un drbol para s> 1. :
(vi) Demostrar que K, s no es un drbol sir >.5 > 2./
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3 ;s bipartide el grafo de la figura 10,27

©10.2  Arista-coloraciones de grafos

Hay muchos problemas que pueden interpretarse en términos de una
particién del conjunto de aristas E de un grafo, es decir, una
descomposicidnde Ia forma

E=F UE,U---UE,,

donde Fy, Fy, ... E, son disjuntds y mo vacios. Es ttil describir, de manera
intuitiva, vna particién de este tipo en términos de una “coloracién” de

las aristas: las aristas de B3 reciben un color, las de B un color distinto,

y asi sucesivamente. Para denotar los colores utilizaremos letras griegas
mintsculas. Habitualmente impondremos una condicidén a la coloracién,
andloga a la que imponfamos a las coloraciones de vértices.

Definicién. Sea G un grafo y £ el conjunto de aristas. Se dice que una
coloracién de E es una arista-coloracién de & si dos aristas cualesquiera
que pomparten_un vértice reciben colores distintos. _

El diagrama de 1a figura 10.2 muestra dos coloraciones de las aristas de
un mismo grafo. Una es iina arista-coloracién pero la otra no lo es:

L

Fig.- 10.2 4Cudl de las dég es una arista~coloracién?
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Ejercicios 10.2

1 ;Cudl es el nimero minimo de colores necesario para una arigta-
coloracién de:

(i) el grafo completo Ky;
(ii) el grafo completo Kj;
(iii) el grafo cubo (fig. 8.12).

2 SBuponpamos que tenemos tna arista-coloracién del grafo de Petersen
(fig. 8.14) que sdlo utiliza tres colores. Dembstrar que cada color debe
usarse dos veces en las aristas del “hexigonoc exterior” de la figira y que,
esencialmente, sdle hay dos maneras de hacerlo. Deducir que el grafo de
Petersen no admite una arista-celoracién de este tipo.

3 Para cada entero p031t1vo n, demostrar que el gra.fo blpartldo Completo
K, n admite una arista-coloracién con n colores.

Si v es un vértice de grado k, tenemos k aristas que contienen a v.
Para que estas azistas reciban colores distintos, es evidente gue hemos de
disponer de al menos k colores. Por lo tanto, st k es el grado méximo de

(3, se necesitan al menos k colores para une, arista- coloracién de G. En

general, & no serdn suficientes (ejercmlo 10.2.2); sin ernbargo, podemos
demeostrar que k colores son suficientes si G es bzpartzdo

Teorema 10.2. Si G = (X UY,E) es un grafo bipartido, entonces el
niimero minimo de colores necesarios para una arista-coloracion de G es
igual al grado mdximo de G.

DEMOSTRACION: Lo demostraremos por induccién sobre m, el niimero de
aristas. Si m = 1, entonces G tiene grado maximo 1 y un color es suficiente
para colorear la Unica arista. :

Supongamos el resultado cierto para un grafo con mr-aristas y sea G con
m+ 1 aristas y grado méaximo k. Quitemos una. arista cualquiera xy de G
para obtener un grafo bipartido G’ con m aristas. Como el grado maximo
de & es k o k — 1, la hipétesis de induccién implica que G' admite una
arista-coloracién con k colores ¢ 8, ... como maximo.

Fl grado de z en & es k ~ 1 como méximo (ya qiie hemos eliminado
zy), con lo que debe existir un color, pongamos «, que no se utiliza en

\
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las aristas incidentes con z. Igualmente, debe existir un color 5 que ng
se usa en y. 5i podemos elegir  y B iguales, podemos dar este color g
xy y obtener la arista-coloracidn de 7 exigida. Diremos que este es ¢
caso fdcil. Por lo tanto, sélo debemos considerar el caso en que o # 3 v
demostraremos que, en esta situacién, podemos modificar la coloracién de
' de manera que pueda aplicarse el caso ficil.

Supongamos que « # 3 v definamos un camino , ¥y, %1, ¥, T2, . . - como
sigue: :

{1} zy; es la arista en = de color 3;

(2) si hay una arista en y; de color «, llamémosla y21: en otro €aso,
acabamos;

(3) sl hay una arista en z; de color §, llamémosla z1y2: en otro caso,
acabamos;

(4) prosigamos con aristas de colores a 'y § alternativamente hasta que nos
veamos forzados a acabar.

La figura 10.3 muestra el camino en cuestién. Como el grafo es finito, tarde
o temprano habremos de acabar. Por otra parte, el camino no contiene el
vértice y, ya que siempre llega a ¥ a través de aristas de color 8y se ha
definido g como el color que no se utilizaba en y.

A continuacién modificamos la coloracién de G 1ntercamb1ando los

colores o y 3 en el camino asi construido ¥ manteniendo los colores de las
aristas restantes (figura 10.3}. El resultado es €] caso féci de una arista-
coloracién de ¥': ninguna arista en z tiene el color §. Para obtener la
arista-coloracién de G, asignamos a zy e color 4. El principio de induccidn

asegura que el resultddo es vélido para todos los grafos. O
x oy
o
X1 B 7%
[
5y N

Fig. 10.3 Un camino alternado y su re-coloracién.

La parte crucial de la demostracién: es la construccién del “camino al-
ternado” z,y1, 21,92, ..., que depende criticamente del cardcter bipartido
de . Volveremos a utilizar esta construccién en los siguientes apartados.

|
;
|
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Ejercicios 10.2 (continuacién)

4 Demostrar que €l grafo de la figura 10.4 es bipartido y construir una
arista-coloracion con tres colores unlcamente

Fig. 10.4 Un grafo bipartido.

5 Segin el ejercicio 8.2.3, el grafo Qs formado por las esquinas y las
aristas de un cubo puede representarse de la signiente mancra: los vértices
son las palabras de longitud 3 en el alfabeto {0,1} y las aristas unen
palabras que difieren en una sola letra. Utilizar esta representatidn para

demostrar que &3 es bipartido y construir una arlsta—coloracmn de Qg con

sdlo tres colores.

6 Generahzar los resultados del ejercicio 5 al grafo ) sustituyendo 3 por

k en todas partes.

10.3 Arista-coloraciones y cuadrados latinos

Existe una relacidn sencilla entre cuadrados latinos y arista-coloraciones
de grafos bipartidos. Podemos describir un cuadrade latino m-xX n en
términos de las filas fq, fs, ..., fn, las columnas ¢, ¢a, . . ., ¢ v log simbolos
81,82, .., 8p, dispuestos de tal forma gue cada simbolo aparece una tnica
vez en cada fila y cada columna. Por supuesto, en la prictica solemos fisar
las mismas etiquetas para las filas, las columnas y los sfmbolos, pero la
notacién anterior més general ayudarsd a clarificar fa discusién siguiente.

i
W
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Diado un cuadrade lating, por ejemplo el de la figura 10.5a, podemag
usarlo para asignar colores a las aristas de un grafo bipartido completo,
tal como muestra la figura 10.5b. Los vértices del grafo son las filas y
columnas del cuadrado latino y a _la. arista_f;c; se le-asigna el “color” g,
siendo s el simboloen a fila f; y columna ¢; del cuadrado. La propiedad
que define a los cuadrados latinos asegura que esta asignacién de colores o8,
efectivamente, una arista-coloracién; de esta forma, tode cuadrado lating
de orden n define una arista-coloracién del grafo bipartido completo Ky,

En matematicas, a veces es provechoso adoptar un punto de vista
retorcido, y esto resulta cierto en nuestro caso. En lugar de construir una
coloracién de K, , segin el método evidente que acabamos de describir,
usaremos el cuadrado latino de otro mode. Los vértices serdn los simbolos
81,82,...,5, ¥ las columnas 1, ¢2,..., ¢, ¥ & la arista s,¢; le asignaremos
el * color S, donde fi es tal que s; aparece en la fila fi y columna ¢; del
cuadrado (figura 10.5¢). De nueve, la propiedad que define a los cuadrados
latinos asegura que se trata de una arista-coloracién de K, .

5 Ty
ry g & N
1y %2 8§05
2| & 8 & 2 =) 53 [
LY I G R
. . 3 - -C3 S3 £
(a) ) RN £ ) . (c) -

Fig. 10.5 Un cuadrado latino 3% 3 y dos arista-coloraciones de K3 3.

Adoptaremos esta modificacién para investigar la eonstruccidén de
cuadrados latinos. Supongamoes que gqueremos construir un cuadrado latino
n X n llenande una fila detrds de otra. Naturalmente, nos ésegura.mos de
que cada fila contiene todos los simbolos una sola vez y de que un sfmbolo
no aparece mas de una véz en una columna. Kl resultado de llenar filas de
este modo es un rectdngulo latino mxn {1 < m <n). En la figura 10.6
tenemos un ejemplo de recténgulo latino 3 x 5. :

Dado un rectdngulo latino m x n, - podremos lienar las resta,ntes n-—m
filas y obtener un cuadrado latino n % n? Curiosamente, la respues’sa es
que si, sin ninguna, condicién adicional sobre el rectdngulo latino. En otras
palabrag, si constriiimos un cuadrado latino fila a fila entonces, siempre que
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_respetemos las restricciones obvias en cada pasc, munca nos quedaremos

blogueados.

la & & & & G & G 4§ S

S S 8 5 S rn
rpd 85 S 8 S 5 r
3|85 & 5 S5 5 s

=1y 55 sy 85 8 5

— 5| S & B S 8 /

Fig. 10.6 Un rectdngulo latino y cdmo completaﬂo.

Teorema 10.3.1. Un rectdngulo latino m X n con 1 < m < n slempre
puede completarse hasta formar un cuadrado latino. :

DEMOSTRACION: Las m filas del rectangulo latino nos permiten, mediante
la regla modificada, colorear algunas de las aristas de K, .. Sea & el
conjunto de aristas que quedan por colorear; es decir,

E = {s;¢; | el simbolo s; no aparece en la columna cite

El grafo formado por las aristas sin colorear es G = (S UG, E)',- donde §
y €' denotan, respectivamente, los conjuntos de simbolos y de columnas.
Bl grafo G es regular de grado n — m y, por €l teorema 10.2, admite una
arista-coloracién con n — m colores: Hamémoslos fra1, fma2s -2 fir
Ahora ne hay més que llenar las restantes filas del cuadrade poniendo
s; enlafila fi y cclumna & siempre que la arista s;c; tenga el color fg
(m+1<k<n) o . .o g

En la figura 10.6 se 11ustra el proced1m1ento para el rectangulo 3 x5
Fl grafo formado por las aristaé “sin colorear” tiene grado 5 —3 =2y
puede colorearse con dos colores, tal como se muestra. Entonces ya pueden
llenarse las dos 1iitimas filas: :

Pasamos a investigar otro problema relativo a la construccién paso a
paso de cuadrados latinos. Queremos construir un-cuadrado latino n x n
atilizando los simbolos 81, 52, ..., 5o, ¥ hemos llenado ya un rectdngulo de
tamafio k x {, donde k y [ son menores estrictamente que n. En este caso,
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tanto las filas como las colummnas estén incompletas y. aungue hayamos
llenado el rectdngulo sin que ningiin simbolo aparezca méis de una veg
en alguna fila o columna, puede resuitar imposible completar el cuadrade
latino. Por ejemplo, el rectdngulo latino pazrcial 3 x 4

v

A C D E
¢ E A B
E A C D

no puede completarse en un cuadrado latino de orden 5. Para verlo, ndtese
que I solo aparece una vez en el rectdngulo y sdlo puede aparecer tres
veces més en el cuadrado (una en la dltima columna y dos més en las dos
iltimas filas); de modo que s6lo hay cuatro posibles ocurrencias de B y
son necesarias cinco. Fl siguiente teorema demuestra que la condicidn de
que cada sfmbolo aparezca el suficiente niimero de veces en el rectdngulo
es una condicién tanto necesaria como suficiente para poder completar.

Teorema 10.3.2. Sea R un rectdngulo latino parcial m x p que utiliza
los sfmbolos {81, 52,...,8,} ¥ s6a ngr{s;) el nimero de veces que aparece
s; en B (1 <4< n). Bntonces R puede completarse a un cuadrado Iatmo
n X n si, y sélo si,

nr(s;) >=m-+p—n (1 <i<n}.

%

DEMOSTRAdIéN:‘Sﬁpongamos que R puede completarse. Como quedan
n—m filas y n — p colamnas por llenar, hay como mucho (n—m)+(n—p)
ocurrencias adicionales de cada simbolo. Esto implica que

np(s+m—-—m)+{n—-p)2n
v se obtiene la condicién enunciada.
Reciprocamente, supongamos gue se cumple la condicién. Construimos
un grafo bipartido que tenga por vértices las filas {f1,..., fm} ¥ los

sfmbolos {s1,...; 8.}, ¥ por aristas el conjunto

E = {f;s;| el stmbolo s; no aparece en la fila f;}.-
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Como cada fila de R contiene p simbolos distintos, el prado de-cada vértice
fi €5 -
' Slrg)=n—-p - (1<i<n).
Como cada simbolo s; aparece al menos mi + p —n veces en R vy cada
ocwrrencia es en una fila distinta, s; deja de estar en m — {m+p—n) filas
como mucho. Luego,

§(s;) <n—p.
Puesto que el grafo hipartido tiene grado méximo n — p, se sigue del
teorema 10.2 que admite una arista-coloracién con n P coiores, a los
que Hlamaremos ¢y, Cpta, -« Cn-

Con esta coloracién podemos completar las m filas de R poniendo s 4 en
la fila f; y columna cy, si la arista f;s; recibe el color Ck- Tenemos‘ahora un
rectdngulo latino m x n con las filas completas, y podemos usar el teorema
10.3.1 para completarlo hasta formar un cuadrado latino n x n. ' O

Ejercicios 10.3

1 Utilizar el método de las arista-coloraciones para extender el siguiente
rectangulo latine a un cuadrado latino 5 x 5.

A B O D E
¢ D B E A
B C E A D

2 Hallar todos los valores de (@ para los que el rectingulo B; puede
extenderse a un cuadrado latino 6 x 6. Demostrar que Ry no puede
extenderse, sea cual sea ¢l valor de (3.

A B C D' A B C D

F E A B. F E A B
R]_Z Rg:

¢ D F A B D F A

D A B Q D A B Q

3 Demostrar que cua,lquler cuadrado latino n x'n puede usarse como

“esguina superior izquierda” de un cuadrado Iatmo 2n x 2n.

et 2
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10.4  Emparejamientos

En el ejemplo del apartade 10.1 discutimos un caso especial de 1
situacién donde tenemos un conjunto X .de personas y un conjunto V
de trabajos, y cada persona estd cualificada para algunos de los trabajos.
Una pregunta con evidentes implicaciones practicas es la siguiente; jcémo
asignar personas a los trabajos de forma que el méximo ntmero de
personas consigan $rabajos para los que estdn cualificados?
Traduciremos la pregunta en el lenguaje de los grafos bipartidos, La

relacién de “estar cualificado” nos permite construir un grafo bipartido

G = (X UY,E) como de costumbre: zy es una arista si, y sélo si, z estd
cualificado para el trabajo y. Una asignacidn de personas a trabajos para
los que estdn cualificados corresponde a un “empargiamiento” en G, en el
sentido téenico que definimos a continuacidn.

Definicién. Un emparejémiento en un grafo bipartido G = (X U Y, E)

es un subconjunto M de E con la propiedad de que dos aristas de M nunca
tiene un vériice en comun.

X3 % x @

*2 Y2 L]

: xs_ y:! Xy G

'
*4

Uy Xy @

M

Fig. 10.7. Un emparejamiento M7 y un emparejamiento maximo M.

En la figura 10.7 tenemos dos emparejamientos My v My de un mismo
grafo; las aristas que pertenecen & los emparejamientos se indican con trazo

- grueso. In la terminologia de las personas y los trabajos, 341 nos da una

agignacién de trabajos a dos personas =1 ¥ w4, ¥ My a las tres personas
T1; T3y %4. De hecho, My no puede mejorarse, ya que las cuatro personas
en: conjunto no pueden obtener trabajos para los que estdn cualificados.
Para verlo, seflalemos simplemente que las tres personas {z1, sz, T3} estan

10.4 Emparejomientos 243

cnalificadas colectivamente sélo para los trabajos y € ys, de modo gue
alguna de las tres ha de quedar excluida cuando se asignen los trabajos.

Diremos que un emparéjamierito M es unl emparejamiento maximo
de ¢ = (X' UY, E) si ningin otro emparejamiento tiene un cardinal mayor.
Si EM | = 1X| (todes las personas consiguen un trabaje), diremos que A es
un emparejamiento completo Fn el éjemplo anterior, Mz es maximo
pero no completo: :

Fl primer paso en el estudio dé los emparejamientos es decidir cudndo

_es posible un emparejamiento completo. En la discusion-dé Ia figura 10.7,

al observar que tres personas estaban cualificadas cofectivamente sélo'par/
dos trabajos, hemos hallado tna condicidn necesaria’ Mag en general si
G = (XUY,FE) y A es un subconjunto de X, sea

T(A)={y€Y|ay € E para a,lgﬁn T E A},

de modo que T(A) es ¢l conjunto de trabajos para los que las personas
de A estdn cualificadas colectivamente. T.a observacion sobre la figura 0.7
significa, que si {T(A}| < [A], entonces algnien de A quedard excluido. Si
existe un emparejamiento completo, entonces debe cumplirse que{T(4)! >
|Al para todo 4 C X. Esta es la condicién de Hall, en honor del
matemstico Philip Hall que estudié un problema similar en 1935 (véase
apartado 10.6).

El tecrema fundamental sobre emparejamientos perfectos afirma que la
condicién de Hall es suficiente, ademas de necesaria.

Teorema 10.4. El grafo bipartido G = (X UY, E) admite un empareja-
miento completo si, y sélo si, se curaple Ia condicién de Hall, es decir,

IT{A)] = A para todo A C X.

DEMOSTRACION: Supongamos que existe un eniparejamiento perfecto.
Para todo A C X los vértices de ¥ emparejados con los de 4 forman
un subconjunto T(A} de tamafio |Al: Asi pues, [T{A)] > [A].-

Reciprocamente, supongamos que se cumple la condicién de Hall. Dado
uh emparejamiento M con |M| < [Xi, IOstraremos céme construir un
emparejamiento M’ con |M'| = [M]|+ 1. ' '

- Sea zy un vértice cualquiera no empargjado por M. Como !T{a:g}] =
[{zo}| = 1, existe al menos una arista @gy:. Si 41 no estd émparejado,
podemos anadir zoyy o M v obtenemos el M’ buscado.



244 Grafos bipartidos y problemas de emparejamientos
Si 1y estd emparejado, pongamos con &, entonces
|T{z0, %1} = [{zo, 31} =2

v ha de existir otro vértice yo ademds de 31 adyacente a zp 0 21. Si yo
no estd emparejado, acabamos; si ys estd emparejado, pongamos con T,
repetimos el argumento y seleccionamos un nuevo vértice ys adyacentfe a
alguno de entre zg,71 ¥ T2. Si proseguimos de este modo, al ser (7 finito,
evensualmente acabaremos en un vértice y, no emparejado. .

Cada vértice 9 (1 < i < r) es adyacente al menos a alguno de los
T, %1, . .., Ti1. 5i-deshacemos los pasos, tendremos un camino

UYUr, Tgy Yy Tty Yy - - -y Y, TO

en el ciue las aristas m;y; son de M y las aristas alternadas no lo son.
Construimos un nuevo emparejamiento M’ tal que las aristas x;y; del
camino no estén en M’, pero si las aristas alternadas. Como las aristas de
108 extremos y, T, € YuwTo Son ambas de M’, tenemos que |M'| = [M]+1,
tal como querfamos. : O

Fig. 10.8 Un camino alternado ABCD y él resultado del cambio.

La idea clave en la demostracién es la construcciéon de un camino cuyas
aristas estén, alternativamente, en M y fuéra de M. En general, sea 7 =
(X UY, E) un grafo bipartido y M un emparejamiento de GG. Diremos que
el camino . L

S ZosYL XL Y2 T2y Te-1 Tk
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es un camino alternado (para M) si las aristas y;z; son de M, las aristas
#i—1yz nosonde M (1 <4< k), y 2y e yp 0o pertenecen a ninguna arista
de M. Notese que la primera y tdltima aristas no son de M, con lo que
el camino tiene una arista menos en M ¢ue en el complementario de Af.

La demostracién del teorema nos hace ver que si se satisface la condicién

de Hall y M es un emparejamiento incompleto, entonces existe un camino
alternado para M. Modificando el estado de las aristas de este camino se
obtiene un nuevo emparejamiento M’ con una arista més.

La idea no es 1itil tinicamente para la demostracién, sino que es un
instrumento practico para la copstruccidn de emparejamientos. En la
figura 10.8, el camino ABCD es alternado y, cambiando las aristas de
este camino, puede verse que se se obtiene un emparejamiento completo,

En el apartado 10.5 explicaremos cémo este enfoque proporciona un

algoritmo para hallar un emparejamiento méximo en un grafo bipartido
cualquiera. ' :

Ejercicios 10.4

1 Utilizar 1a condicién de Hall para demostrar que el grafo de la figura
10.9 no admite ningin emparejamiento completo.

2 Sea M el emparejamiento indicado en trazo grueso en la figura 10.9

{i) Hallar un camino alternado para M que empiece en 4.

(i) Utilizarlo para construir un emparejamiento M* con | M| = 4.
(ili) Comprobar que no hay ningin camino alternado para M’
{iv) ;Es M un emparejamiento méximo? .

Yy v, by by Ys

Fig. 10.9 Hustracion del Vejerc;icio 10.4.2.

3 Supongamos que cada elemento de un conjunto de personas tiene una
lista de & libros que desea tomar prestados de la biblicteca. Supongamos

A Gdiem S irme
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también que cada libro aparece en k listas exactamente. Demostrar que
todos elios pueden tomar prestade um libro de su lista al mismo tiempo.
[Indicacién: utilizar el resultado establecido en el ejemplo del apartado
10.1]

10.5 Emparegamwntos maximos

En general, un grafo blpartldo no tendra un emparejamzento completo
Esta observacidn nos lleva a nuestra pregunta original de hallar el tamafio
méximo de un emparejamiento. . En la terminologia personas-trabajos,
intentarnos hallar la asignacidn en la gue el maximo nimero de personas
obtiene trabajos adecuados. La solucién a este problema es, de hecho,
una deduceidn bastante sencilla del resultado sobre emparejamlentos
completos el teorema 10.4. :

" El punto crucial es-la observacidn de que, si un conjunto de personas
A estén cualificadas colectivamente para un conjunto T(A) de trabajos

y JAl > |T(A)|, alguien no obtendrd un trabajo adecuado. De hecho, al
IMencs iAf |7 A}| personas no lo obtendrén.

Definicion. La deﬁ(:]encm d de un grafo bipartido G = (X uy, E) se

define como

a4 = max{lA] - [T(A)]}.

Nétese que el conjunto vacio 0 es un subconjunto de X y || = |T(@)[ =
0, de modo que d > 0en cualguier caso. El teorema 10.4 afirma que

7 admite un emparejamiento completo si, y sélo si, d = 0; el diguiénte

teorema frata del tamafio de un emparejamienic méximo en el caso

“general.

Teorema 10.5.1. Kl tamano de un emparejamiento médximo M en un

-grafo bipartido G = (X UY,E) es

M= || -

-donde d es la deficiencia de G.

DEMOSTRACION: Por definicién de d, existe un conjunto Ag € X tal que
|[Agl — |T(Ao)| = d. En cualquier emparejamiento, al menos d elementos

e oo
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de Ag no se emparejan; con lo que |M| < [X| — d. Hemos de demostrar
que existe un emparejamiento de tamaflo |[X| —

Sea. D un nueve conjunto de tamafio d ¥ sea (F* el grafo (X*UY™, E*)
definido por

X*=X, Y'=YuD, E =FEUK,

donde K es el conjunto de todas las posibles aristas que unen X con [,
¥l conjunto de los vértices T*(A) adyacentes a un subconjunto 4 de X en
G* es DUT(A) v, por definicién de d, tenemos que

T ()]~ 14] = d+T(A)] 4] > 0.

Por lo tanto, G* cumple la condicién de Hall y admite un emparejamiento
completo M ™. Si eliminamos de M™* las d aristas que tienen un vértice en
D, se obtiene el emparejamiento buscado de G. : ' in!

Fl teorema 10.5.1 no nos dice ¢cdmo hallar un emparejamiento-méximo.
De hecho, no es ni siquiera la base de un buen método préactico para
hallar el tamanio de un emparejamiento méximo, ya gue para calcular d
deberfamos examinar todos los 21%! subconjuntos de-X.

Un enfoque mds préctico se basa en el hecho de que si tenemos un
camino alternado para un emparejamiento M, podemos construir un em-
parejamiento M’ mejor. Para que esta idea funcione, necesitamos el si-
guiente resultado. '

Teorema 10.5.2. Si un empargjamiento M del grafo bipartido G no es

‘maximo, entonces G contiene un camino alternado para M.

DEMOSTRACION: Sea M* un emparejamiento méximo y F el conjunto de
las aristas que estdn en M o en M*, pero no en ambos (F es la “diferencia
simétrica” de M y M*). Las aristas de F' y los vértices que contienen
forman un grafo en el que cada vértice tene grado 1 o 2, con lo que los
componentes de este grafo son caminos y ciclos. En cada camino o ciclo,
las aristas de A alternan con las que no son de M y, por lo tanto, en cada
ciclo el nimero de aristas en M es igual al niimero de las que no son de
M. Al ser |M*| > |M], debe existir al menos un componente que sea un
camina: este es el camino alternado para M. . o . O

- Basandonos en e} teorema 10.5.2, podemos delinear una estrategm, para

‘hallar un emparejamiento maximo,
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{1) Empezar con un emparejamiento cualquiera (ﬁna gola arista basta).

(2) Buscar un camino alternado para M. : :

(3) Si se ha hallado un camino alternado, construir un emparejamiento
M’ mejor en la foma habitual y volver a (2) con M’ en lugar de M,

(4) Si no se ha hallado un camino alternado, acabar: M es un empare-
jamiento méximo.

Para la btsqueda de un camino alternado puede utilizarse un
procedimiento BEA modificado. Elegimos un vértice zp no emparejado
y construimos un 4rbol de caminos alternados “parciales” empezando en
xg de la manera siguiente.

, Y adyacentes a
xg. Oi alguno de estos vértices y; no tiene pareja, acabamos: zoy; es
un camine alternado.

(2) Si todos los vértices en el nivel 1 estin emparejados, se ponen en el

* nivel 2 los vértices Ty, %, . .., Tk con los que hacen pareia.

(3} En el nivel 3 ponenios todos los nuevos vértices adyacentes a los

© vértices del nivel 2. Si alguno de ellos no esta emparejado, acabamos:
el camino que Heva de este vértice a zg es un camino alternado.

(1} En el nivel t ponemos todas los vértices y1, %z, ...

(4) Si todos los vértices en el nivel 3 estdn emparejados, se ponen en el
nivel 4 los vértices con los que hacen pareja

. ¥ asi sucesivamente.
.

Sélo queda sefialar.que esta construccién puede detenerse por no haber
nuevos vértices que poner en un nivel impar. Cuando esto ocurre no
hay ningin camino alternado que empiece en el vértice elegido zp. Sin
embargo, para asegurarnos de que en (¢ no existe ningiin camino alter-
nado en absoluto, hay que repetu el proceso para todos los vértices sin
pargja de X,

Ejemplo. Sea G = (X U Y, E) el grafo bipartidoe con. X =
{$1,$2,$3,$4,$5}, Y = {yl,yg,yg,y4,y5} N K especiﬁcado en la tabla
10.5.1. Sea M el emparejamiento {w1ys, Toyr, Tays, Taya ). Construir el
drbol de caminos alternados parciales con rafz en 5 v hallar tn empa-
rejamiento completo a partir de él.
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'Zl Ty T3 Ty Ty

Y U1 Y1 Pl Y3
Ya Y3 Ys Ya Y
’ Ys  Ys

X5

Y Yy

Xy X4

A Yz ‘ s

Fig. 10.10 El drbol de caminos alternados parciales con rafz en zs.

Sorucion: El drbol es ef que muestra la igura 10.10. En el nivel 3 Vemos
que yz 1o ests emparejado, con lo que ZsysTays es un camino alter-
nado. Cambiando el estado de las aristas obtenemos un emparejamiento
completo {@1ys, oy, T3Ys, Tale, TsYa}-

Ejercicios 10.5

1 Sea G = (X UY,E) el gralo bipartide con X = {a/b,c,de},
Y = {v,u,z,9,2} v E = {av,az,bv,bz,cw, cy, cz, dy, dz,ez}. Utilizar
el método algoritmico para hallar un emparejamiento completo er &,
empezando con M = {av, bz, cy}.

2 Supongamos que G = (X UY, E) el grafo descrito en la figura 10.7.
iPara qué 3-subconjuntos de X es posible hallar up emparejamiento
completo de G tal que los tres vértices dados tengan pareja?

3 Seaque G = (XU Y,E) es un grafo bipartido con | X} =
Demostrar que si 6 es el grado minjmo de G, entonces

V] = n.

|A] - [T(A)| S n— 96, para todo A cX. '

Deducir que si |E| > (m— 1)n enbonces & adrmte un empa.rejanuento con
al menos m aristas. - :

e
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10.6 - Transversales de familias de conjuntos finitos.
El Departamento de Mateméticas de la Universidad de Folornia funciona

por comisiones. El Departamento sdlo tiene seis miembros (Profesor
McBrain, Dr. Angst, Dr. Blott, Dr. Chunner, Dr. Dodder y Dr. Elder)

-y se han organizado en cualro comisiones:

{McBrain, Angst},

{McBrain, Blott},
{McBrain, Angst, Blott},
{Chunner, Dodder, Elder}.

Docencia:
Administracion
Investigacidn:
Aparcamiento:

Se ha decidido que cada comisién nombre un representante para la nueva
Comisién de Comisiones del Departamento. Nadie puede representar mas
de una comisién. jPuede hacerse? _

Dada Ia composicién de las comisiones, hay varias maneras de
seleccionar representantes distintos: una-manera es seleccionar a Angst,
Biott, McBrain y Chunner como representantes de las respectivas
comisiones en el orden dado anteriormente. Sin embargo, si la comisién
de Aparcamiento contuviera sdlo a Angst y Blott, entonces ia Selecmon
serfa imposible (;por qué?).

La versién general de este problema se ‘expresa mejor con la notacién
de familias de conjuntos del apartado 5.1. Tenemos una familia

Fe{Slich

de conjuntos, no necesarimmente distintos, y hemos de elegir representantes
3; (1 € I) tales que '
5 €85; - E7éj = 51'7&8_-,'.

Un conjunto de representantes distintos de esta forma se conoce
habitualmente como un transversal de J. El problema bésico es hallar
condiciones que aseguren que ung familia dada F tiene un transversal.

De hecho, el problema no es més que una forma disfrazada del pro-
blema de hallar una condicidén suficiente para la existencia de un empare-
jamiento completo en 1n grafo bipariido. Para ver gue es asi, COTSETIYamos
el grafo bipartido que tiene por partes los nombres de los conjuntos y los
elementos de los conjuntos, respectivamente, y cﬁyas aristas indican qué
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elementos pertenecen a qué.conjuntos {la figura 10.11 ilustra la situacién
en la Universidad de Folornia).

Ensefianza Investigacién . Parking

Administracién

Angst Blott Chunner Dodder Elder McBrain

Fig. 10,11 Democracia en Ja Universidad de Folornia,

En general, definimos G = (X UY, E) como sigue:

X=1 (los nombres de los conjuntos),
Y = U 5; (la unién de los conjuntos),
=

¥ ponemos la a.rlsta iy en E siempre que ¥ sea un elemenbo de S Entonces
un transversal de 7 es simplemente un emparejamiento completo de (7; si
y; representa a S;, la arista que une ¢ con Yi estéd en el emparejamiento.
Ahora podenos expresar facilmente la condicidn de Hall en 1a terminologia
de transversales. Un subconjunto H de I no es més que una subfamilia de
conjuntos de # y T'(H) la reunién de todos estos subconjuntos, es decir,

Us.
e H

5i traducimos la condicién de Hall a este lenguaje obtenemos la siguiente
versién del teorema 10.4.

Teorema 10.6. La familia finita de conjuntos finitos

Jf:{Sz-]z'ei}.

tlene un transversal si, y sélo si,

L

para todo H c 1. ' |
ieH o - i
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Unea forma 1til de expresar la condicidn, es decir que cualesquiera & de -

los conjuntos han de tener al menos k elementos colectivamente {k > 1).

Ejercicios 10 6

1 Sea F la familia de los conjuntcs {a,b,1,e}, {l,e,5,t}, {s,t,a,b},
{s,a,l,e}, {t,a,l,e} v {s,0,1,%}. Hallar un transversal de F. :

2 Demosirar que la familia del ejercicio 1 no tiene ningin transversal
en el que los tres primeros conjuntos estén represenidos por 2,0 ¥y 3,
respectivamente.

3 Demostrar que la familia de conjuntos {a,m}, {a,7 e}, {m,a,r e},
{m,a,s t,e,r}, {m,e} y {r,a,m} no tiene ningln transversal,
demosirando explicitamente que no se cumple la condicién de Hall.

4 Sea {X3,Xs,...,Xp} una familia de conjuntos y sea X la unién de

todos ellos. Demostrar que si la familia tiene un tranversal entonces, dado
un z de X cualguiera, existe un transversal que contiene a x.

10.7 Ejercicios diversos

1 Demostrar que si un grafo regular de grado 3 tieme un ciclo hamiltoniano,
entonces admite una arista-coloracion con tres colores.

2 En una. flesta hay n matrimonios.Dos personas conversan solo si son de sexo

opuesto y no estan casadas. Representar esta situacién mediante un grafo bipartido

y demostrar explicitamente que el grafo admite una arista-coloracién que utiliza
n — 1 colores.

3 Sea §={a,d,i,m,o,r, 5,1}y sea F la familia de los subconjuntos {r, 0, a, d},
{ri0t}, {ri,d,sh {s,t,a,7} {myo0,0,t} {d,a,m,s} y {m,1,s,1}. Demostrar
gue cualquier 7- subconjunto de 5 es un ﬁransversal de F.

4 Sea X la unidn de la familia de conjuntos {Xl,Xg,...,X“}, ysean T e y
elementos de X. Demosirar mediante un ejemplo que la familia puede tener un
transversal, pero no un transversal que contengaa z y a y.

5 Representemos los vértices del grafo ciclo Ciy mediante los elementos de 7y,
y sea G el grafo que se obtiene de €y, afiadiendo las aristas {¢,% + 5} para ¢ =
0,2,4,6,8,10,12 (G se conoce como el grafo de Heawood). Demostrar que G

es bipartido y construir una arista-coloracion de G que use el minimo nimero de

colores posible.

'
i
i
i
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6 Se tienen cinco comisiones:- Cy = {a,c.e}, C3 = {b,¢}, C3 = {a,b,d}, Oy =
{d,e, [} ¥ Cs = {e, f}. Cada comisién ha de enviar un representante al Congreso
Anual de Comisiones; €'y quiere nombrar a e, Cy quiere nombrar a b, 03 quiere
nombrar a @ y ¢y quiere nombrar a f.

(i} Demostrar que no es posible respetar los deseos de 4, Cy, Gy v Cy.
{if) Usar el método del camino alternado y el grafo asociado para hallar un
sistema completo de representantes distintos.
(i) ;BEs posible construir un sistema completo de representantes distintos i la
comisidn € se niega a cambiar su nominacién?

7 Un grafo bipartido G = (V U W, E) puede representarse mediante una ma.trlz
= (I;} de tamafio m x n, donde m = [Vin = W]y

B — { 1 si{w,w;}eE;
“ 0 en-otro caso.

Describir, en términos de operaciones sobre B, el algoritmo del camino alternado
para halla,r un empargjamiento maximo.

8 Decimos que un peso del algoritmo del camino alternado para hallar un em-
parejamiento miximo comprends [as operaciones necesarias para aumentar el em-
parejamiento parcial en una arista. Demostrar que si G = (VU W, E) es tal que
max{|V],|W]} = n, el niimero de operaciones necesarias en cada paso es O(n?).
Deducir que la eficiencia del algoritmo es O(n?).

9 Demostrar que el grafo completo Ky admlte una arista-coloracién que utlhza
2m - 1 colores.

10 En “peometria proyectiva”, se dice que dos tridngulos A; By C; y 425, C’z estin
en perspectiva si A As, B1 By y €10, tienen un punto comin X. El teorema
de Desargues afirma que si los tridngulos estdn en perspectiva, los puntos P
(mterseccmn de 4,8,y 43 B;), Q (interseccién de B1C1 ¥y BaCh) vy R (mterseccmn
de A0 v AyCy) son colineales.

Sea & el grafo bipartido cuyos vértices representan los diez puntos v las diez
rectas que ntervienen en el teorema y en ¢l gue dos vértices son adyacentes si, y
sélo si, representan un punto y una recta que contiene el punto. Demostrar que G
es hamiltoniano y construir una arista-coleracién de ¢ con sdlo tres colores.

11 Sea B e grafo utilizado en la demostracién del teorema 10.3.1 para demostrar
que todo recténgulo latino v x n puede completarse. Demostrar que 88 7 = n — 2,
€l rectdngulo puede completarse de una manera esencialmente tinica si, y sélo si,
B es conexo.

12 Seanpgynenterostalesque 1 Lp<ny 1< qg<n, v 56a0 81,52,-..,95, 7
simbolos. Sea M una tabla r x n de celdas tal que en cada una de las p primeras
files ¢ celdas estén ocupadas por un sfmbolo y las restantes n? — pg celdas estdn
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vacias. Supongamos también que ringdn sfmbolo aparece mas de una vez en una
fila ¢ columna. Demostrar lo siguiente: podemos completar un cuadrado latino
asignando sfmbolos a las restantes celdas si, y sdlo si, el mimero N(i) de celdas
ocupadas en la columna i satisface

N@E>zp+g-n (1<i<n).

13 Demostrar que la siguiente familia infinita de conjuntos cumple la condicién
de Hall pero no tiene ningdn transversal.

Xo=1{1,2,3,..}, Xi={1}, Xz={L,2}, ...
X;={1,2,...,i},

14 Sea X la wnién de la familia de conjuntos {Xy, X2,..., X} Y supongamos
que la famlha tiene un tra.nbversal Demostrar que el transversal es Unico 51, y adlo
si; |[X| =n.

15 e tienen dos particioﬁes de un éonjunto X:
'X:'AlUAQU-“UAn=31UBQU”-UBR.

Un transversal simultdneo es un conjunto {z1,®a,...,%n} de elementos de X
distintos tal que cada parte de las dos particiones contiene algin z;. Demostrar
que existe un transversal simulténeo si, ¥ s6lo si, k de las partes A; nunca estdn
comtenidas en menos de k de las partes B; (L <k <n—1).

16 Sean m y n enteros con m = n. Construir una arista-coloracién explicita de
Kynn com m colores. :

\
17 Demostrar que si un grafo regular de grado k tiene un mimero impar de
vértices, no admite una arista-coloracién con k colores.

18 Sea G un gra.fo con n vértices, m aristas y grado maximo k. Demostrar que
si m > k|n/2], entonces. G no admite una arista-coloracién con k colores.

19 Un recubrimiento por vértices de un grafo G es un conjunto de vértices
E tal que cada arista de & contiene al menos un vértice de B. Dembostrar que si &
es bipartido, el tarnafio de un emparejamiento mdximo es igual al tamafio de un
recubrimiento. por vértices minimo.

20 Demostrar que existen al menos (n — r)! maneras de afiadir una nueva fila
a un rectdngule latine r X n de manera que se mantenga la propledad latina
(1<r<n-1).

‘11 Digrafos, redes y flujos

11.1. Digrafos

Un digrafo (o bien grafo dirigido) consta de un conjunto finito V, a
cuyos elementos Hamaremos vértices, y un subconjunto A de ¥V x V, a
cuyos elementos llamaremos arcos. Utilizaremos la notacién D = (V, A)
para el digrafo D definido de este modo. Al igual que sucedia con los grafos,
los digrafos pueden representarse mediante figuras: la dnica diferencia es
que un arco es un par ordenado (v, w), mientras que una arista es un par no
ordenado {v,0}. Aldibujar un digrafo, indicaremos el orden de los vértices
v y w mediante una flecha que apunte de v a w en la linea que representa el
arco (v, w) {ver figura 11.1). Si (v,v) es un arco, lo indicaremos dibujando
un iazo en v (la'direccién de la flecha es irrelevante). Si tanto (v,w) como
(w, v) son arcos, dibujaremos dos lineas que unan v y w con ﬂechas en las
direciores adecuadas

)

Fig. 11.1 Dos digrafos.

Formalmente, un digrafo no es mds que otra manera de describir una
relacién It entre elementos de un mismo conjunto. En lugar de decir que
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‘v estd relacionado con w en la relacién R, decimos que (v,w) es un arco

del digrafo que tienen £ por conjunto de arcos (hay que distinguir esto
tltimo de la representacidén bipartida introducida en el apartado 10.1,
que es relevante sélo si R es una relacién entre conjuntos disjuntos). Las
propiedades de las relaciones pueden traducirse ficilmente en propiedades
de digrafos. Por ejemplo, st una relacién es simétrica, el digrafo corres-
pondiente tiene la propiedad de que los arcos (salvo los lazos) ecurren en
pares: o bien tanto (v w) como {w,v) son arcos, o bien ninguno de ellos
lo es.

Las definicicnes de recorrido, camino v ciclo se trasladan de grafos a
digrafos sin dificeltad. Asi, un recorrido dirigido en un digrafo D =
{(V, A} es una sucesién de vértices vi,vs,...,vx con la propiedad de que
(vi,Viy1) es de A para 1 <1 < k — 1. Un recorrido dirigido es un camino
dirigido st los vértices son distintos, y es un ciclo dirigido si los vértices

- son distintos salve que v; = vy,

Un ejemnplo sencillo que ilustra estas ideas es el andlisis de un
campeonato de liga, una competicién en la que cada equipo juega contra
todos los demés {una sola vez) v en la que cada partido tiene un resultado
definido: x gana a y, o y gana a z. En el digrafo correspondiente, los
vértices representan a los equipos y, para’cada par de vértices distintos z
e y, hay exactamente uno de los arcos (z,y) o (y, %), seglin que x gane &
Y 0 que i gane a z. Esie digrafo puede pensarse como un grafo completo,
en el que cada arista ha sido transformada en un arco introduciendo

~una flecha en alguno de los dos sentidos. Debido a la interpretacién en

términos de campeonatos de liga, un digrafo de este tipo se dice que es un
campeonato, A

Un campeonato de liga es muy dlvertldo, pero no es particularmente
ttil para decidir los méritos relativos de cada equipo {estamos suponiendo
que no hay ningdn tipo de asignacién de puntos por ganar un partido).
Ocurre con frecuencia que z gana a y, y gana a z, pero z gana a x. De este
modo tenemos un ciclo dirigido (z,y, z) de los tres equipos en el que cada
uno gana y es ganado por alguno de los restantes.

En vista de esto, el siguiente resultado puede parecer sorprendente a

primers, vista.
1}

‘Teorema 11.1. En cualquier campeonato existe un camino dirigido que
contiene todos los vértices.
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DEMOSTRACION: Veremos que cualguier camino dirigido 4, e, - .., que
no contenga todos los vértices puede extenderse con la adjuncidn de un
nuevo vértice. De esta forma, podemos empezar por un arco cualguiera
(11,y2} v extender sucesivamente hasta llegar a un camino dirigido que
contiene todos los vértices.

Sea z un vértice que no estd en camino dirvigido y1,¥s, ..., ¥ Si {z,91)
es un arco, insertamos z al principio. Si no lo es, al iratarse de un
campeonato, (11,z) ha de ser un arco. Sea r el mayor entero tal que

(y1,2), (g2, 2), -, {yr, %) son arcos. Sir < I, tenemos los arcos (g, z) ¥y
(#,9r11), y podemos insertar z entre y, € yry1. Si 7 = [, afiadimos z al
final. . -

Bl camino dirigide que asegura el téorema 11.1 tiene la deseable
propiedad de que ordena los “competidores” en una sucesién tal que iy
gans & Yz, Yz gana a ys, ebe. De todas maneras, esto no significa que cada,
equipo gane a todos los que le siguen en la sucesion, ya que (por ejemplo)
11 puede perder ante ys. -

Ejercicios 11.1

1 En la lista de adyacencias de un digrafe ponemos y en la colummna z
siempre que (z,7) sea un arco. Dibujar el digrafo que tiene por hsta, de
adyacencias

Hallar un camine dirigido de ¢ & f v un ciclo dirigido que empiece y acabe
en d. '

2 Enlatabla 11.1.1 hay un + en la fila ¢ y columna 7 si¢ gana a 7, y un
— 8l f gana a 4. Hallar un camino dirigido que contenga f‘,odos los vértices
del campeonato.
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Tabla 11.1.1°
7
i 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 T T
2 - + + - + - -
3 + = - + - +
4 + - - + -
5 - + - -
g - + — -
[ + +
8 —

3 Escribir un programa para hallar un camino dirigido que pase por todos )

los vértices de un campeonato ut]llzando la demostracmn del tecrema
11.1. : , -

4 El grado de salida §*(v) de un vértice en un digrafo es el mimero
de arcos de la forma {v,w) y el grado de entrada ™ (v) es el mimero de
arcos de la forma (z,v). Demostrar que, en general,

Z& v)m26+

veV vEY

v, 81 el digrafo es un campeonato,‘=

2(5 )7 = > (@)

veV veEV

11.2 Redes y caminos criticos

En muchas situaciones practicas, es més adecuado usar un digrafo como
modelo que un grafo. Por ejemplo, si un arco representa una calle de
direccidn 1nica o alguna otra clase de unién en la que el movimiento sélo
es posible én una direccidn. A menudo, el modelo obliga a que los arcos
tengan nimeros que representen costes o distancias. Teniendo presentes
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~ estas ideas, usaremos el término red para un digrafo D = (V,-4) junto

con una funcién de peso w : A — N. El motivo de restringir los valores
de w a enteros positivos es evitar complicaciones respecto a la existencia
de sofuciones éptimas. En la prictica es sencillo salvar las dificultades que
esta restriccién pueda causar.

Un ejemplo tipico de red que se presenta en la practica es la llamada
red de actividades. Un proyecto de construccidn grande se suele dividir
en varias actividades menores; estas actividades estdn relacionadas, en
¢l sentido de que algunas de ellas no pueden comenzar hasta que otras
hayan finalizado. Por ejemple, para la construccién de una casa son
necesarios cimientos, muros, carpinteria, tejades, instalacién eléctrica,
etc. Una actividad como la instalacién eléctrica, por ejemplo, no puede
empezar hasta haber completado oiras actividades. Para planificar un
proyecto de esta clase, se acostumbra a utilizar una red en la que los
arcos representan actividades y los vértices representan “sucesos”; cada
suceso es la finalizacién de varias actividades. El peso de un arco representa
el tiempo necesario para la actividad y el problema es planificar las
actividades de forma que el tiempo total para realizar el proyecto completo
sea el menor posible.

Ejemplo. La tabla siguiente es una lista de las actividades O3, 00, ..., 0
de un proyecto y, para cada una de ellas, el tiempo (en dias) necesario y _

las actividades que deben completarse antes de poder iniciarse. §Cudl es
el minimo nidmero de dias en que puede completarse el proyecto?

Actividad a1 Qe Qg (i G5 (g Q7 (g
Tiempo necesario 4 3 7 4 6 5 2 5
Prerrequisitos — - @ oy ¥y 4 Qg (Y4

(843 Gg Gig

Serucion: El primer paso es construir la red de actividades, como en Ia
figura 11.2. Fl vértice s representa el inicio del proyecto y ¢ su finalizacin,
mientras que g representa la finalizacion de las actividades g v a5, v
asi sucesivamente. La lista completa de actividades y los arcos que las
representan' es la siguiente:

Actividad: o @ Gs . Qg - Qs g y g

Arcor - (s,1) (s,p) (nz). (ng) (@) (g2) (=1 (@1)
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r TTTd
Fig, 11.2 Una red de actividades.

Para cada vértice v calculamos F(v), el menor tiempo para el suceso co-
rrespondiente, es decir, E{v) es €l menor tiempo necesario para completar
todas las actividades representadas por arcos dirigidos hacia v. Al principio
tenemos E(s) = 0. Es evidente que F{p) = 3, ya que sélo interviene la
actividad cez = (p, ) que requiere 3 dias. Igualmente, E{g) = 4. En ¢ han
de haberse completado las actividades (p,q) y (7, ¢). Ahora bien, E(p) = 3
v (p,q) leva 6 dfas, mientras que E{g) =4 y (r,q) lleva 4 dias: as{ pues,

E{g) =max(3+6,4+4) = 9.

(Recuérdese que ambas actividades han de completarse, de modo que
hemos de permitir el mayor ninero de dias.) Prosiguiendo de esta forma,
obtenemos los siguientes valores de F:

v:s})qrzt
E): 0 3 9 4 14 18

Por lo tanto, el tiempo total necesario para el proyecto es.de al menos

16 dias. : ‘ O

El ejemplo anterior es un caso especial del problema de hallar el camino
mds largo en una red. En general, utilizaremos una versién de la estrategia

BEA {convenientemente adaptada a los digrafos), junto con un cileulo

recursivo de la funcién “menor tiempo” de acuerdo con las reglas
B(s)=0,  E(v)=wax{E(u)+wlu,)},

donde el méximo se toma sobre los vértices u tales que (u,v) es un arco.
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Este método para estudiar una red de actividades es parte de una
técnica llamada andlisis del camino critico. El resto de la técnica
consiste en lo siguiente. Para cada vértice v caleulamos L(v), el tiempo
Jimite en que todas las actividades {v, z) deben empezar para completar el
proyecte a tiempo. Esto se calcula mediante una recursion “hacia atrés”:

L(t) - E(t)! L('U) - mmm{L{w) - 'I,U(’U,I)},

donde el minimo se toma sobre los vértices x tales que (v, ) es un arco.
Consideremos ahora lo que sabemos acerca de una actividad cualquiera

(3, 2):
(i) no puede empezar antes del instante E(y);

(ii) ha de acabar antes del instante L(z);
(iii) Heva un tiempo w(y, 7).

Si ahora definimos la funcién tiempo flotante F(y, z} como -

F(y,z) = L(z) — B(y) — w(y, z),

entonces (y,z) puede empezar a partir del instante [£{y) y antes del
instante F(y) + ['(y, z) sin retrasar el proyecto. Una actividad (y, z) es
.critica si el tiempo flotante es cero: si el proyecto ha de acabar a tiempo,
he de empezar en E{y), lo més temprano posible. I'n una red actividades
existird al menos un camine dirigide formado tnicamente por aciividades
criticas y este serd un camino critico.

Ejercicios 11.2

1 Calcular los tiempos Hmite L{v) y los tiempos flotantes F'(u,v) del
proyecto descrito en el ejemplo anterior. Hallar un camino eritico y hacer
un ealendario del proyecto que muestre los tiempos de inicio alternativos
para las actividades que no son criticas.

2 FEfectuar el analisis completo de caminos criticos del proyecto siguiente:

Actividad Qa1 e Qg Qg Q5 Qg Q7 (g Qg (g 01

Tiempo necesario 6 2 10 1 4 2 7 7 9 2 4

Prerrequisitos - - ap & (1 Gy Qg G3 O Oy Qg
g g Qa 2510
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11.3- Flujos v cortes

Tn los tres apartados siguientes imagiﬁarerﬁds los arcos dé‘ una red
como - “tuberias” a través de las cuales fluye cierto suministro. Los pesos
numéricos asignados a los arcos se interpreﬁarén como cépacidades que en
la practica limitan las cantidades que pueden fluir a través de los arcos.
Ademds, siempre habrd un vértice s con la propiedad de que todos los arcos
que lo contienen estdn dirigides desde s y un vértice £ con la propiedad de
que todos los arcos que lo contiener estn dirigidos hacia ¢. Los vértices s
¥ t se conocen como fuente y sumidero; respectivamente. En resumen,
nos ocuparemos de redes con

(i) un digrafo D = (V, A);
(ii) ura funcién de capacidad ¢ : A — N
(iii) una fuente s y un sumidero ¢.

Bn la figura 11.3 se muestra un ejemplo.

Fig. 11.3 Una red con la c'a,pacidad de cada arco.

Supongamos que un suministro fluye a través de los arcos de la red y
sea f(z,y) la cantidad que fluye a lo largo del arco (z,y). Insistiremos en
que, salvo para s y £, la cantidad de flujo que llega a un vértice v ha de ser
igual a la cantidad que sale de ». Fn consecuencia, definimos la entrada
¥ la salida en v como T

'_ entradafv Z Flz,v) “galida(v Z flo,v)
(ﬂ’ U)EA (v,y)€A

¥ exigimos que las dos cantidades sean iguales excepto cuando v = s o
v =1. Hsta es la “regla de la conservacién™ para los flujos en redes. También
impondremos la “regla-de la viabilidad”, segin la cual ningiin arco puede
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transportar mas alla de su capacidad. Es conveniente incorporar estas dos
reglas en nuestra definicion de fujo.

Definicién. Un flujo de una fuente & a un sumidero ¢ en una red es una
funcién que asigna un nimérc no negativo f (m y) a cada arco (x 1), sujeta
a las reglas

conservacion:  entrada(v) = salida(v) (v # s,%);
viabilidad: Fla,v) €clz,y)y ({z,9) € A).

El lector debiera comprobar que la funcién definida en la signiente tabla
es un flujo en la red de la figura 11.3..

(29): (o) (50) (0 (ad) (d) (cd (00 () @1
Fla,v) - 3 2 3 1 2 1 2 2 4

Como no se permite acumular nada en los vértices intermedios, la
cantidad total que Aluye de s ha de ser igual a la cantided total que fluye
hacia ¢ (en el ejercicio 11.3.3 se eshoza una denios_tracién). En otras pala-
bras, para cualquier flujo de s a t

salida(s) = entrada(t).

El valor comiin de estas cantidades, llamada valor del flujo, mide la
cantidad total de Alujo a través de la red y se escribe val(f). En el ejemplo
anterior,

salida(f) = f(s,a) + f(s,b) + f(s,) =3+2+3=8
entrada(f) = f(a,) + f(d,1) + fle,t) =2 +4+2 =8,

de modo que val(f) = 8.

Nuestro problema es calcular el valor méximo de un ﬂu;o para una
red dada. Empezaremos por hallar una cota superior para este valor en
funcién de las capacidades. En la figura 11.3 observamos que la capacidad
total de los arcos que salen de s es 5+ 4+ 3 = 12; es evidente que ningiim
fluio puede tener un valor superior a 12. Méas en general, supongamos que
partimos el conjunto de vértices en dos partes; una parte S que contiene
a 5y otra. T que contiene a t. Entonces el flujo neto de S a T serd, por la
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regla-de conservacién, el mismo que el flujo de s a £, que es el valor de f,
Es decir, : . :
val(f) = D flay) = 3 flw,v).

zeS ueT
ye’T ve 8

La primera suma mide el flujo total de S o T y la segunda mide el flujo
total en la direccién contraria. Como los términos de la segunda suma no
son negativos, tenemos que

val(f) < D flzw).

zE5
yeT

Ademds, como f(z,y) < ¢(z,y) para cada arco, podemos concluir que la

surma,
D elz,y)

xS
yET

es una cota superior del valor de cualquier flujo. Por ejemplo, si en la
figura 11.3 tomamos § = {d,b} y T = {a,¢,d, 1}, los arcos dirigidos de S
a T son (s,a),(s,c) y (b,d}, con una capacidad total de 10; deducimos que
val(f) <10 para cualquier flujo en esa red.

Formalmente, diremos que (S,T) es un corte (que separa s y t) si
SUT es una particién del conjunto de vértices tal que s es de S y £ es de
T'. La capacidad del corte es

ap(S,T) = T cla,y)

TES
%, yeT

¥, con esta terminologizi, hemos establecido el siguiente resultado.

Teorema 11.3. Sean s y ¢ la fuente y sumidero de una red. Si f es un
flijodes aty (8, T) es un corte, entonces

val(f) < cap(S,T). 1

Sea fy un flujo que tiene valor maximo y (Sy, Tp) un corte con la minima
capacidad posible. El teorema 11.3 nos dice que val(fo) < cap(Sy, Tp) o
nds expresivamente,

flujo-méxime < corte-minimo.
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En el siguiente apartado demostraremos el fundamental “teorema del flujo-
méximo y corte-minime”, que afirma que las dos expresiones son, de hecho,
iguales.

Ejercicios 11.3

I iallar un flujo f* en la figura 11.3 tal gue val(f*) = 10. ;Por qué es
este el méximo valor posible?

2 IDibujar una red que tenga por vértices s,a,b,e,d,f, y arcos y
capacidades

(y): (sa) (s0) (ab) (a0 (bd) (de) (o) {d1)
ez, ) 5 3 3 3 5 2 6 2

Hallar un ﬂuj\o con valor 7 y un corte con capacidad 7. jCudl es el valor
méximo de un fujo y por qué? :

3 Sea D = (V,A) un digrafo y supongamos que ¢ : A — N es una
funcién, no necesariamente un flujo. Si definimos la entrada y la salida
para ¢ como antes, demostrar gue

Z salida(v Z entrada(v

veEV veV

Deducir que s y £ son la fuente v sumidero de una red vy ¢ es un flujo,
entonces h

salida(s) = entrada(t). -

11.4 EI teorema del flujo maximo y el corte minimo

Fn este apartado describiremos un método para incrementar el valor de un
flujo dado, siempre que su valor no sea el maximo posible. El método es,
ademds de la base para un algoritmo practico (apartado 11.5), la clave para
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demostrar. el teorema fundamental del flujo méximo y el corte minimo,

Fig. 11.4 Un flujo con valor 8.

TEstudiemos de nuevo la red de la figura 11.3 y el flujo f con valor 8
descrito en el apartado anterior. Consideremos el camino dirigido s, a, 4.
Ninguno de los arcos (s,a) y (a,t) transporta flujo al méximo de su

capacidad; de modo que podemos aumentar el flujo en ambos arcos hasta

alcanzar la capacidad méxima de uno de ellos. Si definimos fils,ay =4y
fila,t) = 3, el arco (a,t) se satura; mas atn, como hemos incrementado
el flujo en ambos arcos en la misma cantidad, en el vértice o se sigue
cumpliendo la regla de conservacién. Si definimos f,(z,y) = f (z,y) en los
arcos restantes, tenemos un nuevo flujo ’

@y): (0) 58 (50 (ad G,d (@d (@) (o (@)
Alzy): 4 2 3 1 2 1 3 2 4

con valor val(fi) =val(f) +1=0..

Para mejorar el .valor todavia mds necesitamos algo méas ingenioso,
un “ganﬁno” eomo s,a,d,c,t. El problema es gue no hemos definido
“caminocs” en una.red, sélo caminos dirigidos, y este ditimo claramente
no es_a_ln,camjno dirigido, ya que el arco (¢,d) no estd en la direccién
correcta. Hablando con precisién, deberfamos referirnos a. s, a, d, ¢, 1t como
a un camino en el grafo que-se obtiene al ignorar las direcciones de los arcos
del digrafo y tratarlos como aristas. Sin embargo, utilizaremos simplemente
la palabra “camino”. Las capacidades y los fi-valores en el camiro son

s > g % g < c -2y
7 7 4 1 1 2
Como el flujo (¢, d) es contrario a la direccién del camino, podemos reducir
en 1 el flujo en (¢, d) e incrementar en la misma cantidad el flujo en los arcos
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restantes, sin violar la ley de la conservacion. De esta forma obtenemos un
nuevo flujo fy cuyos valores en el camino son

§ —a —d —¢ — 1,
2 .6 3 .

e iguales a f1 en los restantes arcos. NGtese que ya no podemos hacer
ninguna mejora en este camino, puesto que (s,a} ya estd saturado y el
flujo en {r,d) no puede ser negativo.

Ahora tenemos que val(fz) = val{f1) + 1 = 10. En el apartado anterior
hallamos un corte con capacidad 10 y, por el tecrema 11.3, sabemos que
ningiin flujo puede tener un valor mayor que éste. Asi pues, fz es un Aujo
maximo. _ . '

Los caminos s,a,i ¥ 5‘,a,d,c,t que utilizamos para incrementar los
flujos f1 v fa, respectivamente, son ejemplos de lo que se conoce COmo
un “camino aumentante de flujo”. En general, dado un ﬂujo f, un camino

5 =01,%2,. .-, Lk—1, Lk =t
es un camino f-aumentante si
Flzi, zis1) < clzi,wig1) ¥ (24, Tig1) € 4,

o bien
flip,z) >0y (zi,m) € 4,

para 1 < ¢ < k — 1. En otras palabras, los arcos “directos” no se-usan
al méximo de su capacidad, mientras que los arcos “inversos” llevan
algin “contra flujo”. Dado un camino de estas caracteristicas, podemos -
aumentar el flgjo en los arcos directos y disminuirlo en los arcos inversos
en la misma cantidad sin violar la ley de conservacién. El mayor que puede
obtenerse de este modo, sin sobrecargar los arcos directos o hacer negativo
el fluio en los inversos, es el minimo de las cantidades '

(i, Tip1) — (@6, Tigs)- si (zi;Tay1) € A,
Flzir, ) si (wipn, i} €A
en el rango 1 S'i < k — 1. 51 denctamos esta cantidad por o entonces,

al afiadir « al flujo en los arcos directos y sustraerla de los inversos,
obtenemos un nuevo fujo f* con val{ f*) = val(f) + a.
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La existencia de un camino f-awmentante de s a t nos permite hallay
1m nuevo flujo f* con val(f*) > val(f). Por otra parte, el teorema 11.3
asegura que el valor de un flujo cualquiera no puede exceder la capacidad

de un corte cualquiera. En el siguiente teorema se combinan ambas ideas;

en la demostracion se introducen los caminos f-anmentantes incompletos,
que satisfacen las condiciones de un camino f-aumentante, salvo que el
vértice final no es t.

Teorema 11.4. El valor maximo de un flujo de 5 a t en una red es igual
a la capacidad minima de un corte que separe s de t.

DEMOSTRACION: Sea F un flujo miximo. Sea S el conjunto de vértices x
para los que existe un camino f-aumentante incompleto de s & z ¥ sea
T el conjunto de vértices complementario. ! sumidero ¢ ha de estar en
T, ya que de otro modo tendrfamos un camino f-awmentante de s a. ¢ y
podriamos aumentar f, contrariamente a la hipdtesis de que es un flujo
méximo. Asi pues, (5,7 es un corte que separa, s de t.

Demostraremos que cap(S,7) = val(f). Sea (z,y) un arco cualquiera
conz & 5 ey € 1. Por definicién de S, existe un camino f-aumentante
incompleto de s a x; si f(x,y) < c(z,y), podriamos extenderlo a y,
contradiciendo el hecho de que y es de . Por lo tanto, f(z,y) = c(z,v).
Andlogamente, dado un arce {(u,v) con u de Ty v de V, existe un camino
f-aumentante incompleto de s a v, y si f{u,v) > 0 podriamos extenderlo
hasta u, contradiciendo el hecho de que v es de T'. Asf pues, f{u,v) =0y
tenemos que L o

val() = 3 Flay) 30 ) = Y efa,y)

wES ugT TES
yET wES yeT
= cap(5,T).

Si (S, T") es otro corte, por el teorema 11.3 y el resultado que acabamos
de demostrar, tenemos que

cap(S’,T") > val(f) = cap(S,T).

. Resulta que (S,7") es un corte minimo, como querfamos demostrar. Ini
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Ejercicios 11.4

1 El diagrama de la figura 11.5 representa una red y los niimeros en los
arcos, sus capacidades, Se define un flujo de la siguiente IADera;,

(2.): (s,0) (58) (5,¢) {8} (a,d) (b,c) (b,d) (be) {c,¢) (1) (&)
fl=y): 5 ) 0 0 5 1 2 3 1 7 4

(1) ;Cudl es el valor de f?
(ii) Hallar un camino f-aumentante y calcular el valor del flujo
aumentado.
(iii) Hallar un corte de capacidad 12.
(iv) ;Qué puede deducirse?

Fig. 11.5 Una red junto con la capacidad de cada arco.

2 Fi conjunto de vértices de una red es {s,a,b,¢,d,,¢,1} y la capacidad

de un arco {z,y), sl existe, es la que indica la tabla 11.4.1 en la fila =,
columnna y. Hallar un flujo méximo en la red de 5 a t y explicar por.qt_lé
€8 MAxXiImo. :

Fabla 11.4.1

s - 14 - 14 - 12 -
e — - 8 14 - 3 -
b o- - - o~ - 2 15
e - - - = 19 - -
i - — 6 - - 1 10
e - - - - - — 14
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11.5 KI algoritmo de etiquetaje para Aujos en redes

Los resultados anteriores sugierén un algoritmo préctico para el problema
def maximo Aujo. Fn lineas generales, la estrategia es la siguiente,
(A) Empezar con un fiujo cualquiera (por ejemplo, asignar un cero a,
cada arco). ’
(B) Utilizar BEA para construir un drbol de caminos f-aumentantes
incompletos con rafz en s.
(C) Si el 4rbol llega a ¢, aumentar f como corresponde y volver a (B)
con el nuevo flujo.
(D) Siel drbol no Hega a t, sea S el conjunto de vértices que se alcanzan
¥ T su complementario. El flujo f es méximo y {S,T) es un corte
minimo.

Ejemplo. Hallar un flujo maximo para la red de la figura 11..6, empezando
con el fiujo fi que es igual 4 en (s,b) y (b, y}, ¥ cero en los demds arcos.

b

@ 3 d -2 c

Fig. 11.6 La red discutida, en el ejemplo.

3,

Soructon: Ignorando la direccién de los arcos, consideramos la red como
un grafo y utilizamos BEA para construir un drbol con rafz en s. Las
aristas del drbol han de formar caminos fi-aumentantes (incompletos); al
afiadir una arista zy al drbol, el nuevo vértice y recibe una etiqueta 1y)
igual al maximo aumento posible en el camino de s a 1.

Por motivos diddcticos, anotaremos el proceso {tabla 11.5.1) en
términos de la cola @ de vértices formada segin las reglas de BEA
{apartado 9.5). En cada paso “exploramos” ®, el primer vértice de Q,
para ver si existen aristas zy que extiendan el camino f;-aumentante de

"5 a x; sl hay-més de uno, usaremos el orden alfabético para decidir qué

arista se afiade primero..
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Tabla 11.5.1

Cola Examinar Llegada Etiqueta. Salida
Paso Q . z Y ()
1 s s @ 6 - -
2 sa 8 — — 5
3 a @ b 1 —
4 ab a d 3 -
5 abd a — - a
8 bd b c 1 —
7 bdc b e 1 -
8 bdee - b — - b ,
9 dee d — = d
10 ce c - - c
11 € e i i —
Comentarios

Paso 2: no puede afiadirse sb porque el arco {s,b) estd saturado.

Paso 3: puede afadirse ab, 1(b) = c(a,b) — fi(a,b) = 1.

Paso 4 no puede afiadirse ac como arco inverso (¢, a) ya que file,a) = 0.
Pasce 9: no puede afiadirse de, puesto dque e ya estd en el Arbol.

Paso 11: hernos Hegado a t y acabamos.

Como f(t} = 1, podemos aumentar fi en 1 en los alrcos
(s,a),{a,b), (b,e} y (e, 7). Bn ejemplos como éste, es facil marcar las aristas
del rbol v las etiquetas en el diagrama de la red. Véase la figura 11.7 y

el flujo fz que le si_gue. ‘ ) : . ) .
zu): (s5,0) (5,0) (a,0) (ad) (bc) (be) (B1) (g a) (c,e) (d,e .e,t
fggm,z)): (Sla_)szl o0 0 1 4 0 0 0 1
1

5 T3 N 1 ,
.F-ig. 11.7 Primera iteracién 'de_l'algo‘i‘itmo.

Si empezamos con' fp y repetimos el proceso, obténemos el drbol y las

etiquetas que muestra la figura 11.8 y el flujo aumentado fa:
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Fig. 11.8 Segunda iteracién del algoritmo.

(m,y): (s,a) (5,8) (a,b) (a,d) (b,¢) (bhe) (b1) {c,a) (c,e) (de) (e1)
Py 3 4 1 2 0 "1 4 0 E 2 3

Finalmente, empezando con fs y repitiendo el proceso llegamos a un
&rbol que no contiene ¢ {(figura 11.9).

-

. ¥ ﬂi'

Fig. 11.9 Tercera iteracién del algoritmo.
1

Podemos concluir que f3 es un flujo méximo. Su valor es 7 v el hecho de que
es maximal puede comprobarse con el corte (5,7"), donde S es el conjunto
de vértices que se alcanzan en el drbol final. En este caso, § = {s,a,d} ¥

cap(S,T) = c{s,b) + c(a,b}'—i— eld, e.} =44+1+2=T1,
con lo que {S,T") es un corte minimo y f3 un fujo maximo. O

La descripeién formal del algoritmo de etiquetaje sigue las lineas del
procedimiente indicado més adélante, pero sor necesarios algunos ajustes
para adaptarse a los ordenadores poco inﬁéligentes.

Sea F(z,y) el enunciado “(z,y) es un arco directo y f(z,y) < c(z, 7}, v
sea. B(z,y) el enunciado “(y, z) es un arco inverso y f(y, z) > 07. Al afiadir
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ja arista zy al drbol, el vértice y recibe una doble etiqueta (I:(y),l2(y)).
La primera etiqueta indica cémo ha sido alcanzado y ¥ la segunda es la
I{y) del ejemplo anterior. En concreto, si se cumple F(z,y) definimos

hiy) ==, l(y) = min{la(z), c{z,y) — flz, 1)},

mientras que si B(xz,1y) es el que se cumple, definimos

hiy)==, lb(y)=min{l{z), f{y,2)}

Tnicialmente tomamos [ como el flujo que es cerc en todos los arcos y
la etiqueta lp(s) como lnig (que, en la prictica, puede ser la suma de las
capacidades de todos los arcos). ¥l programa que se expone & continuacién
indica cédmo injertar el algoritmo de etiguetaje en un procedimiento BEA
{en recuadro); acabard cuando frax sea igual al valor de un flujo maximo.

Algoritmo de etiquetaje para el flujo méximo

asignar a | el flujo cero y a f max una cantidad grande;
mientras val(f) # [ max hacer
inicio

sea cola = (5); |asignar ol (s) ung cantidad grande;

mientras cola es no vacie hacer

inicio

x:= principio{cola) ;

81 « es adyacente a un nuevo vértice y

entonces [inicio si F(x,y) o B(z,vy) entonces efigueta y
adadir y ol final de la cola; ' j
si y =1 entonces aumentar f y val(f)

¥ vociar lo cola
fin

s8i no inicie

borrar © de la cola; i |

si cola estd vacia entonces asignar f max = val(f)
fin ‘ - ' :

fin
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Ejercicios 11.5

1 Empezando. con el flujo .cero, utilizar el algoritmo de etiqﬁetaje {ja
mano!) para hallar el flujo méaximoe en la red que muestra la figura 11.10.
a 0 - [+

40 20 0

50 30 15 45

&

b 20 e
Fig. 11.10 Hallar e! flujo maximo.

2 In s1 y s2 se fabrica un producto qué se transporta a través de la red
que muestra la ﬁgﬂra 11.11 a los mercados en ¢y, v t3

(1) Anachr una nueva superfuente” ¥ Un nuevo supersumldcro para
que la red sea estdndar.
(i) Hallar 1 un “buen” flujo inicial por tanteo.
(iil) Utilizar el algorifmo de etiguetaje para hallar 1m flujo méximo.

18 4 Y
5
7 1'9 2
-~ 7
5 3% 7
22 ’ - 213 oty
8 24 i6 12
2 2 N
SZ .
L . et
6 4 3

Fig. 11.11 Tustracién para el ejercicio 11.5.2.
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11.6 Ejercicios diversos

1 Hallar un camino- dirigido que -contenga todos los vértices del- campeonato
descrito en la tabla 11.6.1 (la notacién es como en el ejercicic 11.1.2).

Tabla 11.6.1
i
i1 2 3 4 5°6 7 8
1 + - 4= = =+
2 e A
3 - =+ 4+ o+
4 + o+ o+ o+
5 - - -
6 + -
7 +

2 Definimos la puntuacién de un vértice en un campeonato como si grado

de salida y la sucesién de puntunaciones como la secuencia de puntuaciones
ordenadas en orden no creciente. Comprobar que la sucesién de puntuaciones del
carnpeonato descrito en el gjercicio 11.1.2 es (6,5,4,4,4,3,3,3) v demestrar que,

en general, sl la sucesién de puntuaciones es (51, TR entonces
™
_1
Zsi = zn{n —1).

i=1

3 Demostrar que la sucesién de puntuacmnes de un campeonato con n vértices
cumple
(i)51+52+~v+s“2~k(k71) (l<k<n—1)

(ii}‘%(k*1)<sk in+k—2) (I<k< n)

4 Be dice que un campeonato es transitivo si representa una relacion transitiva,
es decir, si la existencia de log arcos (z,7) e (y,2). implica la existencia del arco
{z, z). Dernostrar que un campeonato-as transitivo si, y solo si, et términc k-ésimo
de la sucesidn de puntuaciones es igual a kb — 1.

5 [Cudntos campeonatos hay con n vértices? ;Cudntos de ellos son transitivos?

6 Demostrar gue en cualquier campeonﬁto existe un vértice s tal que todo vértice
z-puede alcanzarse desde s mediante un camino dirigido de longitud §, 1 o 2.
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7 Efectuar el andlisis del camino critico completo para el proyecto descrito a
continuacidsn.,

Actividad o . [a 1) oy 27} (213 [a 133 Q7 g g

Tiempo necesario 3 5 4 4 4 4 2 4 7

‘Prerrequisitos — — ar Qo Qg g Og
. . ' &7} Cf;(

8 Modificar los valores de los tiempos necesarios para las actividades del gjercicio
7T de modo gue exista mas de un camino critico. Demostrar que, en general; toda
actividad que tenga un tiempe flotante igual a cero estd en algin camino critico.

9 Considerar lared que tiene por vértices {s, e, b, ¢, t} y arcos y capacidades dados
por la siguiente tabla,

(0) (s8) (a8 (a0 (a8 (o) (o).
5 2 3 i 3 3 4

Calcular las capacidades de todos los cortes que separan s de t v hallar un flujo
méximo de s a t. ’

16 Utilizar el algoritmo de etiquetaje para comprobar que si las capacidades de
los arcos de una rad son enteros, existe un flujo méximo tal que el flujo en cada
arco es un entero.

11 Demostrar que ef flujo méximo de la figura 11.11 no estd unfvocamente
determinado; como consecuencia, dar un ejemplo de un Aujo méximo en el que
el flejo en cada arco no es un entero.

12 Sean (S1,51) v (Ss, S2) cortes que separan s de ¢ en una red, ambos minimos.
Demostrar que (51 M.52,'81 N.S2) es también un corte minimo.

13 Escribir un procedimiento general para introducir una “superfuente” y un
“supersumidero” en una red que tiene varias fuentes y sumideros, como en el
gjercicio 11.5.2. Enunciar y demostrar la versidn correspondiente del teorema del
flujo maximo y corte minimo.

14 Considérese la red con conjunto de vértices {s,q,b,¢,d,e, f,t} ¥ arcos y
capacidades dados por la tabla siguiente.

Arco: (s,0) (s,d) (a,B} (b)) (be) {e,8) {(de) (e, f) (fi8)

Capacidad: n 7l T n i 7 n iy n

Si en el algoritmo de etiquetaje empezamos con el flujo cero y hacemos
las elecciones pertinentes, demostrar que pueden liegar a ser necesarias O(n)
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iteraciones del algoritmo para constriir un flujo méximo. ;Qué nos dice esto acerca
del algoritmo de etiquetaje? :

15 Sea G = (VUW,E)} un grafo bipartido. Construir un digrafo asociado & G
afiadiendo dos nuevos vértices s y ¢, junte con los arcos (s,v) para todo v de V
v (w,?) para todo w de W, y considerando cada arista vw de & como un arco
(v,w). Asignar capacidades a los arcos de forma que los arcos (s,v) y (w,t) tengan
capacidades grandes y los arcos (v,w) tengan capacidad unidad.

Sea (8, 5) un ccorte minimo de esta red y definamos A = SNV, B =5nW.
Themostrar que la capacidad de (5,5) es |V| — 14| + | B| ¥ deducir que ¢! tamafio
de un emparejamiento maximo en G es |V] — d, donde d es la deficiencia,

16 Demostrar la siguiente generalizacién del teorema 11.1. Sea D un digrafo y x
el nmero cromatico del grafo que se cbtiene de D ignorando las direcciones de los
arcos. Demostrar que D contiene un camine dirigido de longitud x — 1.

17 Un “riple malo” en un campeonato es un conjunto de tres vértices {a, b, c, }
tales que @ gana a b, b gana a ¢ y ¢ gana a a. Demostrar que el nimero de triples

malos es igual a
n
kLl 8
(6)-20)

donde {s;) es la secuencia de puntuaciones, Deducir que el nimero méximo de
. 1f{n+
triples malos es 4( a )
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12 -+ Técnicas recursivas

12.1 Generalidades sobre la recursividad

En capitulos anteriores hemos visto varios problemas cuya solucién puede
expresarse como una. funcién u de un entero positivo n. Los valores de u
pueden escribirse como valores de una funcién u(n) o en términos de una,
sucesion {u,). Algunos ejemplos tipicos son

@(n): el ndmero de enteros k tales que 1 < k < n y med(k,n) = 1.
dn: el mimero de desarreglos de {1,2,...,n}.
gn: el nmimero de particiones de un n-conjunto

A menudo podemos obtener una ecuacién que nos dé el valor de u, en
términos de otros valores 4, con r < m: esta es la esencia del método
recursivo. Por ejemplo, en el gjercicio 4.4.4 demostramos que

dp = (0 — D{dn_1 + dn—2) (n>3).

Esta ecuacién, junto con el conocimiento de que dy =0y dy = 1, implica
que podemos caleular ds, dy, ds, . . ., del siguiente modo:

dy=2(1+0)=2, dy =3(241) =9, ds=4(9+2) =44,

y asi sucesivamente. La existencia de una ecuacién recurrente adecuada

. nos permite calcular el valor de dy, para cualquier entero positivo n.

Por varios motivos, es Gtil tener una férmula explicita para u,. De
hecho, convenimos en decir que hemos “resuelto” la recurrencia cuando
disponemos de una. tal férmula. Bn este sentido, la formula explicita

L o1
dn=n!(17ﬁ+54---+(ml)”a)_
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cbtenida en el apartado 4.4 puede considerarse come la solucidn de-la
recurrencia d, = (n — 1}{dn1 + dn_2) (n > 3}, con condiciones iniciales
d; = 0y dy = 1. Aungue hemos de insistir en que la férmula es, con
frecuencia, menos 1itil que la propia ecuacion. Si queremos calcular dig
(por ejemplo), por lo general serd més eficiente utilizar la ecuacién que
sustituir valores en la férmula (gjercicio 12.1.1).

Tna razén por la gue una férmula puede ser 1util es para describir el
comportamiento de una sucesién para valores grandes de n. El lector que
conozca el resultado

podra deducir de a férmula que d,, es aproximadamente igual a nl/e. En
otras palabras, la proporcién de las nl permutaciones gue son desarreglos
es més o menos e~} =90.367... .-

Ejercicios 12.1

1 Demostrar que la férmula para d,, puede escribirse asf:

dn:'3x4><;--;<('n_—l)><n —Ax-ex(n-1)xn +
+ (=) (1)

Demostrar que para calcular o, mediante esta férmula son pecesa-
rias- O{n?®) multiplicaciones. ;Cudntas multiplicaciones son necesarias

utilizando la recurrencia?

2 (i) Escribir un programa que calcule dp, 2 partir de la recurrencia.
(ii) Modificar el programa para hallar €l minimo valor de n tal que

dy > 1010,

3 Demostrar que el nimero de desarreglos d., también satisface la recu-
rrencia ' T o ' '

) . dl = O, 7 ) d’n :.'."Ldn__]_ -+ (V]:)n ('ﬂ. Z 2)

;Es ventajoso utilizar esta recurrencia (en lugar de la habitual) para
caleular d,.7
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4 Sean ep,c1,-..,0p—1 constantes y fx, fes1,..., funciones dadas,
Demostrar que existe una tinica funcién v que cumple la recurrencia

@(D):CO, uD=e¢1, ..., ulk—1)=cr-1,
u(n+ k) = fare[u(0),u(1),...,uln+k=1)] (n>0).

[Indicacién: suponer gue existen dos funcicnes u y w' ¥ sea X el conjunto
de los n tales que u{n) # u(n’); utilizar el axioma. de la buena ordenacién
tal como se hizo en el apartado 1.3.] -

12.2 Recurrencias lineales

Una forma particular de la recimrencia general presentada en el ejercicio

12.1.4" se produce cuando u{n + k) viene dado por una combinacién

linea] constante de los valores u{n),u(n +1),...,u{n+ & — 1). Usaremaos
la notacién de las sucesiones en lugar de la notacién funcional y
reescribiremos las ecuaciones de forma que el caso tipico sea de la forma

U({)) = Cg, U(l) =Ciy vy ’Lt(k? - 1) = Ch—1,
Uptk + O1Unik-1 + Galinpp—a + -+ artun =0 (n >0},

donde ¢p,¢1,...,¢k-1 ¥ @1,82,...,0; son constantes. Se conoce con el
nombre de recurrencia lineal de grado k. Veremos que para los términos
de una sucesién dada por una recyrrencia linesl siempre existe una férmula
explicita, aurique no siempre serd factible (o sensato)} utilizarla. Aqui nos
limitaremos al caso k = 2; el caso general se discutird en el capftulo 18.

Teorema 12.2. Sea (u,) una sucesidn que satisface la recuri"encia lineal
Ug = Cpy UL I.Cl_,
Upt2 + Gllnsy +asuy =0 (n.> 0},
y sean ay e Tas rafces de_ 1o ecuacién auxiliar
t2+a1t+a2 = 0.
Si o # 3, entonces existen constantes A y B tales que

U= Aa™ + BFY (n>0),
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mientras que si a = 3, existen constantes C' y D tales que
Uy, = {C’n + D)™ (n>0).
Las constantes A y B (o bien C y D) estdn determinadas por ¢y v ¢;.
DEMOSTRACION: Si er 5 B3, las ecuaciones
A+ B =g, Aa+ B = ¢,
determinan A y B:

¢y~ cof8 €1 — Cox

A= =
B—a o[

Por lo tanto, si asignamos a A y B estos valores, el resultado se cumple para
ug ¥ w1 ¥ tenemos la base para una demostracion mediante el principio
fuerte de induecidn. _

Para la hipdtesis de induccidn, supongamos que el resultado se cumple
para todos los 4, con 0 < r <n+1 (donde n > 0). Utilizando Ia ecuacién
recurrente para ¥,42 ¥ la hipdtesis de induccidn, tenemos que

Unta = —(G1Up41 + ﬂzﬁn)
= —lax(Aa™ + BEH) 4 y(Aa” + B
= 7AC€“(G,10! -+ (.12) — Bﬁ“(alﬁ + G!.z)
= Aan+2 +B}6‘n+2. ' L

Bl altimo paso es utilizar el hecho de que a y 8 son rafees de la ecuacién
cuadrética y concluir que el resultado se cumple para ., 2; por el principio
fuerte de induccidn, se cumple para todo w, con n'> 0.

Si v = 3 aplicamos el mismo método con la férmula alternativa. O

El teorema proporciona un método simple para hallar una férmula para
los términes de una sucesion (u,,) que satisface una recurrencia lineal con
% = 2. No tenemos més que resolver la ecuacién cuadratica y determinar las
constantes A y B (o bien C y D) que cuadren con los valores especificados
de wo v u1.

Ejemplo. Hallar una férmula explicita para U, si

o =1, uy = 1, Unta — SUpy1 + Oty =0 {n > D)
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SoLUuciOn: La ecuacidon auxiliar es
2 '
t* -5t +6=0.

Sus raices son @ = 2y = 3, de modo que la férmula para wu, es de la
forma A(2") + B(3™). Los valores mdlcados de A dan lugar a las
ecuaciones

‘ A_+B_:O, 2A+3B=1,
que tienen por solucién A = —1y B = 1. La férmuia para u,, es, pues,

Up =37 0

Nétese que las raices o y § pueden ser nimeros reales o complejos en

‘lugar de enteros Si los valores iniciales ¢y v e v los coeﬁmentes a1y an

son enteros es evidente por la forma de la propia recurrencia que cada
un ha de ser entero. Sin embargo en la fdrmule para u, pueden intervenir
potencias de niimeros no enteros. Este es el caso del ejercicio 12.2.2, por
ejemplo, donde las rajces de @ y @ son 3 (1 +v35) y 3(1—+/5). Cuando a y
3 son numeros compleJ 08, el teorema de De Moivie nos permite a menudo

Slmphﬁcar la solucién. Por eJempIo si tenemos

15032:,“-“1:0, un+2'§'un:0 (nz[})j

la ecuacidn auxiliar es ¢% + 1 = 0 y*sus rafces 4 y —i. Con los valores de ug
¥y %1 se obtiene la férmulia

Uy = " -+ (=)™,

que puede expresarse en la forma

Up, = 2 €08 %mr.

Esto 10 es mds que una manera complicada de decir que 105 términos
de la sucesién son 2,0,—2,0,2,0,—2,0,..., lo que, por otra parte, es una
congecuencia directa evidente de la ecuacion recurrente. Tenemos un nuevo
ejemplo de la regla 'de que en- muchas ocasiones es mas 1til la propia
ecuacién que una férmula. ' ‘
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Ejercicios 12.2
1 Hallar una fdrmula explicita para u, si

Unpt2 — 3un+1 - 4:'1,!.“ =0 (ﬂ- > 0),
‘U.;,H,g — 2’U.n+-1 T+ Uy == 0 (ﬂ = 0) .

(i) ug = 1, u =1,
(11) Up = —2', 1 = 1,

2 Los nimeros de Fibonacci F, se definen por la feCLirien.cia o
F(): 1, Fl :71, Fﬂ+2':Fn+1+Fn ('HZO)

Demostrar que

P, =

N KI +2\/5)n+1 a (1 72\/5)%1}’

3 Sea. g, el niimero de palabras de longitud n en el alfabeto {0,1} con la
propiedad de que no hay dos ceros consecutivos. Demostrar que
@ =2 @=3  Gu42=Gnt1 00 (030}

4 ;(Qué relacién hay enfre Jos niimercs de Fibonacci v los nimeros ¢y
definidos en el gjercicio anterior? Usar esta relacién para dar una férmula
explicita para g,. o

5 Sin usar la férmula de los ntimeros de Fibonacel, demostrar que

() Frpa = Fo+ Fpa -+ F1 42, () FuFppa=F + (=)™

12.3 Biseccidn recursiva

Al discutir la ordenacién por insercién (apartado 7.8), mencionamos el

‘método de la biseccidn reiterada. En numerosos algoritmos se usa un

método similar, que nos ileva a estudiar recurrencias de la forma general
Ugn = Pun + Q(n)1

donde P es una constante y ¢ una funcién de n. Por supuesto, una recu-
rrencia de este tipo no determina u, para todos los valores de n, pero.dado
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ug (por ejemplo), podemos calcular wuyg, us, Uis, etc. El comportamiento de
estos términos puede ser suficiente para indicar el comportamiento de la
sucesion (u,). El método también se conoce con el nombre de “divide y
venceras”.

FEjemplo. Sea § un conjunto de n = 2% enteros distintos (K > 1).
Demostrar que el maximo y el minimo de § pueden hallarse con

fn:%n—Z

comparaciones hinarias. ;Qué puede afirmarse si n no es una potencia
de 27

SoLUCION: Antes que nada, es interesante observar que para hallar el
méximo de un cohjunto de n enteros necesitamos hacer n—1 comparaciones
(ya que el méximo puede ser el Gltimo enterc examinado)}. Igualmente,
son necesariags n — 1 comparaciones para hallar el minimo. Asi pues, si
las dos biisquedas se hacen independientemente, necesitaremos 2n -2
comparaciones.

Para obtener la mejora enunciada hemos de proceder del siguiente
modo. Partimos el conjunto S en dos subconjuntos S y 82 de tamaifio
n/2 = 251 supongamos que el miximo y el minimo de S; son o; ¥y 7
(1= 1,2). El maximo de S es el mayor de oy ¥ 02, vy el minimo de & es el
menor de 7y y Ta. Si f,/o es el nimero de comparaciones necesarias para
hallar el méaximo y el minimo deun conjunto de tamaiio /2 (como 81 ¥
Sz), hemos demostradg que

Ja = fn/z +2.
Con esta recurrencia podernos demostrar que
for=3-251_9 (k>1).

Es evidente que es necesaria una comparacion si |S] = 2, de modo que
fa = 1 v la férmula se cumple para k = 1. Si suponemos que se cumple
para for—: v utilizamos la recurrencia, entonces

for =2(3-2°7% —2) 42232871~
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con lo que se cumple la férmula para fyx. En consecuencia, la férmula se

cumple para todo n potencia-de 2 y con la sustitucién n = 2% obtenemos
la forma original, T

El caso en que 7 1o es una potencia de 2 se trata del siguiente modo. En
primer lugar partimos § en un conjunto $; de tamafio 2™ ¥ un conjunto
Sz de tamafio n — 2™, donde 27 es la mayor potencia de 2 menor que
n. Ahora no hay més que repetir el proceso para Sq, y asi sucesivamente,
Por ejemplo, si n = 26, tenemos que 26 = 18 + 10 vy 10 =842y por el
argumento basico anterior,

f26 = fis + f10 + 2, Jio=fa+ fa+2.
Sustituyendo las férmulas conocidas para f2, fa ¥ fie, hallamos que

fo=G8-2+F 2-2+2=310-2,
fas=1(3-16-2)+(3-10-2)+2=2.26—2.

De esta forma se puede demostmr que f, = %n — 2 sin es par (si‘ n es
impar, una modificacién trivial nos permite tratar el que *sobra”). O

Ejercicios 12.3

1 Demostrar que si
Uz =5,  ug=2m.+3 (r=2% k>1),

entonces uy, = 47 - 3 para todo n que sea una potencia de 2.

2  Demostrar que si
ug = 5, Urgps = Ur +Uus +3 (1> 52> 2),

entonces un = 4n — 3 siempre que n sea par. [Indicacién: escribir n como
suma de potencias 2 y utilizar el ejercicio 1]

3 Hallar una férmula explicita para a,, cuando n es una potencia de 4 ¥

61=2  Gan =20y +dn (n=45 k> 0).

4 Una versién del algoritmo de ordenacidén por fusidn procede del si-
guiente modo: si la lista es z1, 24, .., z,, donde n es una potencia de 2, se
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comparan Ti y Tz ¥y se ordenan, se.repite con T3 ¥ 4, Ts ¥.Te, etc. Luego se
fusionan los pares ordenados {z1, Z2) ¥ (z3;24) en una sola lista ordenada,
y asi sucesivamente. Demostrar que el nimero de compa:racmnes binarias
necesarias satisface

’U.QIIL Uap = 2Un + 21 — 1.

Deducir que 1, es O{nlogn).

12.4 Optimizaciéon recursiva

En este apartado mostraremos cdémo usar un método recursivo para hallar
¢l valor méximo de una funcién de varias variables. La idea viene a ser
resolver el problema por etapas, de modo gue cada etapa suponga un
problema de optimizacidén relativamente imple. :

Ejemplo. Un especulador tiene 5 millones de libras y piensa invertir su
capital en tres compafias C;, Cp y C5 (en unidades de 1 milién de libras).
Al invertir z unidades (0 < & < 5) en las compaiiias respectivas hace la
sigulente previsién de heneficios:

z=5 =4 z=3 =2 zxz=1 z=0
¢y 8 7 6 4 1 0
Co 11 0 8 5 3 0
Cy 11 il 10 2 0 0

. . L . £ .
£ Cémo ha de invertir su dinero para obtener el maximo beneficio?

SoLucion: Atacaremos €l problema por etapas: la etapa i serd la inversién
en (i =1,2,3).

Ftapa 1 Si se invierten x; umdades en (g, el beneﬁcm rl(ml) viene
dado directamente por la tabla. Para uniformizar la notacién, definimos

Y1 = inversién total hasta el momento (= 1),
fily)

Con esta notacidn, tenemos los valores

= beneficio méximo de este tofal {(=ri(z1))-

y 5 43210
Al) 8 76 4 1 0.
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. Btapa 2 Supongamos que se invierten zy unidades adlclonales en Cs,
con un beneﬁmo r2(za) como en la tabla inicial: Sea:

ys = inversién total hasta el momento ( y1 + Eg) '
fa{ya) =

El cdlenlo de fa(ys) puede hacerse en forma tabular (tabla 12.4.1}, tal
como se explica a continuacién.

Como la cantidad total disponible es de 5 unidades, sélo hay que
calcular los beneficios méximos para 0 < yo < 5. Cada valor yo de éstos
proviene de varios pares de valores z; e y1; indicados en'las diagonales de
la. tabla. El valor de fu(ys) es el méximo de la diagonal correspondiente,

es decir, -

beneﬁmo ma,xuno de este total.

Fa(yz) = max{fi (y1) + ralza)}, - e

donde el méximo se toma sobfe los 'vadlor_es.de o ey tales que-yl +I2 = yg.

Tabla 12.4.1 -

_ 5 43 2 1 0w

Ty Ta{T2) 8 7 6 4 1 0 fl{y1)

5 1 11

4 10 11

3 8 12? s ] |

2 5 11:::::; //””’5 | %

1 3 10—"_9 7//’//’4/’/”/’3 ?

0 0 8/7/6/ /1/0
5 4 3 2 10w |
2 10 8 5 300 falw)

Etapo 3 Supongamos que se igviérten #3 unidades adicionales en (3, i
con un beneficio r3(x3} como en la tabla inicial. Sea .

Yz = inversién_total hasta el momento (= ys + 1),
f3(va)

Como esta es la etapa final v hay 5 unidades disponibles, sélo hemos de
considerar €l caso ya = 5. Manteniendo la uniformidad con la etapa 2,
presentamos los cdlculos en la tabla 12.4.2.

= beneficic méximo de este total.
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Tabla 12.4.2

: 5 4 3. 2 1 0 1

Ty ’ ’."'3(1[13) 12 . 10 8 5 3 0 fg(yg)

5 1m 1

4 11 14"

3 10 15"

2 2 - 10"

1 0 10"

0 0 19
5 Vs
15 Falya)

Vemés que f3(5) = 15, donde
falys) = max{fa(ye) +ra{zs)}

v el maximo se toma sobre los valores de x5 e yo para los que yo + 3 = ys.

La conclusién es que e} beneficio maximo es de 15 unidades. 5t miramos
de nuevo las tablas, vemos que f3{5) = 15 se obtiens cuando x3 = 3 e
7o = 2, v que el valor f2(2) = 5 se obtiene cuando z3 =2 ey =z, = 0.
Fi especulador no debe invertir nada en Cy, 2 unidades en Cy v 3 unidades
en (3. (]

En la solucién del ejemplo hemds invocado implicitamente un principio
muy 1til. En cada etapa sélo hemos calculado el médximo beneficio f;{w;)
para cada valor factible de y;; la razdn de que esto funcione es la signiente:
st en la mejor politica global interviene un valor particular de y;, entonces
la politica en la etapa i ha de ser necesariamente la mejor para este valor
de ;.

Tal como indica el ejemplo, este “principio de optimalidad” es
fundamental en ia téenica de la optimizacion recursiva. El siguiente simii
puede ayudar a comprenderlo. Si la mejor ruta de Londres a Paris es a
través de Dover, hay que utilizar necesariamente la mejor ruta de Londres
a Dover; si, por otra parte, la mejor ruta es a través de Newhaven, hay
que usar recesariamente la mejor ruta entre Londres y Newhaven.
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Ejercicios 12.4

1 Un gerente tiene 6 unidades 'para, invertir en cuatro compaiiias
4,09, Cy v C4, pero las compaififas (7 vy ¢ sblo permiten inversiones
en miiltiplos de dos unidades. 3i los beneficios previstos son los de la tabla
12.4.3, hallar el miximo beneficio posible. ;Es tinica la mejor politica de
inversién?

Tabla 12.4.3

Compaiifa

Inversidm Ch Oy s Cy
0 0 0 0 0
1 o s 0 2
2 0 3 1 3
3 - - 3 4
4 4 6 5 4
5 - - 7 4
6 8 9 9 4

2 Fl propietario de tres tiendas ha comprado cinco cajas de fresas frescas.
L.as tiendas estdn en diferentes dreas y el comportamiento de las ventas
varia; por ejemplo, en la tienda B los clientes pagan precios altos pero el
volumen: de ventas es pequefio, por lo que las fresas pueden estropearse’
antes de poder venderse. Por este motivo, el propietario estima el beneficio
de adjudicar x cajas a las tiendas tal como muestra la tabla 12.4.4. Hallar
la distribucién que da el mdximo beneficio (es posible que algunas tiendas
se gueden sin fresas). :

Tabla 12.4.4

Tienda
T A B C
1 3 5 4
2 7 10 6
3 9 11 11
4 i2 i1 12
B i3 11 12
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12,5 El marco-de la programacién dindmica

El método utilizado para resclver e} problema del especulador P tipico
de una técmica genmeral conocida como prograrmacién dindmica, o
simplemente PD. El nombre es, de hecho, algo confuso v es buero recordar
que se trata simplemente de una forma de optimizacion recursiva.

En general, el método de la programacién dindmica se basa en la
descomposicién de un proble'ma en un cierto nimero finito N de etapas.

Una etapa i prototlpo puede representarse con un dlagrama como en la
figura 12.1.

Decision m~ Etapai #= Beneficio

* Fig. 12.1 Una etapa prototipica en la programacion dindmica.

Los simbolos y;-1 e y; representan lo que se conoce como varichles de
estado. El valor de y;_; depende del valor inicial ¢y v de las decisiones que
se han tomado en las etapas 1,2,.. ,i—1. Enla etapa i se toma una nueva
decisién, representada por el valor asignado a la veriable de decisidn z; v
ésta, junto con y;_1, determina el valor de ;. Fxpresamos el hecho de que
y; depende de z; e y;—1 utilizando la notacién funcional:

Yi = Y, Yio1)-
La regla que nos permite determinar y; a partir de x; e ;1 se llama la
transformacion de etapa. Finalmente, cada etapa produce ua beneficio de
etapa v, que también depende de la decisién =; v de la entrada 1;_1, de
modo que escribimos - T
i =%, Y1)
Volviendo al ejemplo del apartado 12.4, pedemos dar ejemplos concretos
de este aluvién de terminologfa. Tenemos N = 3 etapas, que corresponden

;: I s i < e mrein, s
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a la inversién en las tres compaiifas. La variable de estado y; representa

la inversion total en las companias C hasta Cj, mientras que la variable
de decisién ©; representa la cantidad invertida en ;. Esté claro que la
transformacidn de etapa viene dada por la ecuacidn

Y = Ty + Yi-1

Finalmente, el beneficio de etapa r; sélo depende (en este caso) de z; ¥
viene dado explicitamente por la tabla al inicio del ejemplo.
El objetivo del especulador es maximizar la suma de los beneficios de

etapa, partiendo de que la inversién inicial yy es cero y de que ya, el

nimero total de unidades compradas, es 5. Por lo general, un problema
PD puede consistir en la maximizacién o minimizacién de una funcién mas
complicada de los beneficios de etapa, pero para nosotros serd suficiente
congiderar la siguients forma esténdar.

Dado el valor indcial yo = 45, .
maozimizar (o minimizar) el beneficio total m1 +7ra 4+ 7y,
entre todos los valores de 1,24, ..., 2n que dan lugar a

un valor final yy = ¥y

La esencia del método PD es que nos permite. optimizar por etapas, en
lugar de hacerlo para todas las variables al mismo tiempo. A menudo esto
supone una enorme mejora en la eficiencia {ver ejercicio 12.7.16).

Podemos justificar el método recursivo para tratar la forma estindar

del problema DP de la siguiente manera. El problema es hallar .
max{rs (@1, 5) ”5“7"2(%21?,'1)—{— +TN($N,?JN 1}

entre todos los valores (1, 2, . B JIN) que dan yn = Y- Lo que es equi-
valente al problema de hallar

max{. .. max{max{r;(z1,y5)} +ra(2,y0)}+ -0 F (@, yn—1)}h

donde los méximos sucesivos se toman sobre valores apropiados de las
variables. La primera maximizacién es entre los valores de 21 gue dan un
valor determinado de y; v el resultado es una funcién de y;:

Fin) = max{r (0,550}
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(Recuérdese que y: es una funcidn conocida de zy e ¥y, ¥ que 3 ha de
tener el valor inicial y5.) La segunda maximizacidn es entre los valores de
Zg € y1 gue dan un valor determinado de yz v el resultado es una funcién
de 'ygi

falya) = méﬂx{fz (1) + ra(za,y1)}

Prosiguiendo de este modo, vemos que el calculo en la etapa ¢ viene
dado por

fi@i) = mfx{fi—l(yi—l) + i, Yi-1)}

donde el maximo es entre los valores de z; e ;1 que dan el valor de i
de acuerdo con la transformacién de etapa. En cada etapa intermedia hay
que caleular f;(1;) para todos los posibles valoves de y;, pero en la etapa
final sélo es necesario hallar el valor de fx(y3 ).

En resumen, la solucién al problema PD con N etapas, en la forma
estdndar anterior, puede hallarse por una recurrencia que consiste en IV
problemas de optimizacién del siguiente tipo:

filn) = max{rs (z1,39)},
Felys) = max{ fi— (i) +rilas, vim)} (2<i<N).

La solcién buscada es fa (y5)-

EJeI‘CICIOS 12.5

1 Se define un problema de inversidn como un problema DP en forma
estéandar que puede descomponerse en etapas de la siguiente manera: el
beneficio de etapa r; sélo depende de z;, siendo z; la variable de decisién
que representa una cantidad “invertida” en la etapa i; v la variable de
estado 9; representa la cantidad total invertida hasta la etapa ¢, inclusive.
Escribir las transformacioneés de etapa de un problema de inversién y
demostrar que si yp = 0, la recurrencia puede escribirse en la forma

fi{y) = ri(w), Filw) = g}ﬁi{fi—l(yi.—l) + iy — piea) ;-

2 La Compaiiia Eléctrica Ecléctica tiene seis vendedores que venden sus

_productos en Berkshire, Hampshire y Surrey. El director gerente estima
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que el beneficio mensual (en miles de libras) obtenido al asignar vendedores
a log diferentes condados es el que indica la tabla 12.5.1

Tabla 12.5.1
Numero de vendedores
Condado 0 i 2 3 4 5 6
Berkshire 38 42 48 58 66 72 83
Hampshire 40 42 50 60 66 75 82
Surrey 60 64 68 78 87 102 104

El problema es hallar la asignacién de los seis vendedores que proporciona,
el maximo beneficio. ] ‘ :
Formularlo como ur problema de inversién e identificar las variables
de estado, las variables de decisién y los beneficios de etapa. Resolver el
problema.
8i suponemos que dos vendedores se desp1den para montar su prepio
negocio, jcudl es la mejor asignacién de los vendedores restantes?

12.6 FEjemplos del método de la programacién dindmica

En este apartado se discuten dos ejemplos del amplio espectro de aplicacién

del métode PD. En los ejercicios al final del capltulo pueden encontrarse
mas ejemplos.

Ejemplo. Un excursionista ha de lenar su mochila con latas, pagquetes
de galletas, guias, etc.; cada objeto tiene un peso conocido y una
clerta “utilidad” para el viaje. Sea W el peso iotal gue puede llevar,
P, By, ..., P, las diferentes clases de objetos y sean w; el peso y u; la
utilidad de cada objeto P;.. Sea finalmente x; el ndmero de objetos B
seleccionados. El problema de la mochila es hallar x1, %3, ..., 2, de forma
que la utilidad .
U121 + UaTe + -+ URTH

sea méxima, dado que el peso total estd limitado por la ecuacidn

wWiTy + weky + - - + wrt, < W
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{Debiera resultar claro que. este problema se presenta en muchas
situaciones practicas; generaimente mds serias que el excursionismo.) .

Formular el problema. general en la terminologia PD y utilizar el método
PD para resclver el problema cuando n = 3, W = 10, y w; ¥ u; vienen
dados por la tabla

SoLucion: Tomamos como etapa i-ésima la asignacidn de P (1 <4 < n).
Las variables de decisién. no son méas que las z; definidas antes, mientras
que lds variables de estado v los beneficios de etapa son

y; = peso de la asignacién de P, P, ..., F;,
r; = utilidad de la asignicién de Py (= wsz;).
En consecuencia, las transformaciones de etapa son
Y =y Hwgr; (1 i n),
con condiciones iniciales yg = 0 e ¥, = W. La recurrencia es

Filyr) = urzy, Jily) = ma;x{fiﬂ(%_l) +wzip (2<i<n),

donde 1 = wyzy y el maximo es*sobre los valores de x; e y;_1 tales qué
Yi—1 + WiTs = Y. S _ -

En el ejemplo numérico, ndtese en primer lugar que los valores de W v
w; implican que 0 < 21 < 2, 0 < z5 < 3. Los cdlculos en las dos primeras
etapas son los siguientes: ‘

Etapa 1 1
filyn) = upan 0. B 10.
Btapa 2 z 0 0 0 1 1 2 2 3
o 0 4 8 0 4 90 4 0
- Ty G648 3°7 6 10 9
falya) = filin) tupwe ¢ 5 10 2. .7. 4 9 6.
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Por fortuna, cada valor de y; sélo proviene de un par (z2,71), de modo que
en el cdleulo de fa(y2) no hay que maximizar. En la tercera etapa solamente
hay que considerar los pares (z3,y2) tales que s + @5 = y3 = 10. '

Ftapa 3 z3 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
w2 10 9 8 7 6 — 4 3 — - D
ys 10 10 10 10 10 10 10 10
Falys) = folys) +ugzs 9 7 12 10 8 19 10.

Vemos que fa(10) es el miximo de IQS valores de la ﬁlﬁma, fila, es decir;.
f3(10) = 12. Deshaciendo los cilculos, vemos que proviene de la a,signa_ciéh
1122,&'22:03/563"‘—":2. 7 B .
Ejemplo. Hallar el camino dirigido més corto de s a £ en la red de la
figura 12.2 '

Fig. 12,2 Hallar el camine més corto de s a t.

SoruciOn: El diagrama de la red sugiere que dispongamos los vértices
en seis “Iineas™; s en la linea 0, a,b,c en Ia-linea 1, etc. Asf podemos
considerar el procese de ir de la linea i — 1 a la linea 5 como la etapa i de
un programa dingmico. Las variables de decisién y de estado son '

mz = arco elegidd para ir de la linea ¢ — 1 a la 4,

"y; = vértice en la lnea .
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El beneficio de etapa ; es {(z;), la longitud de z;, segin indica el diagrama
y la transformacién de etapa es la regia que, dado un vértice y;-1 en la
linea i — 1 ¥ 1in arco ; = (yi—1,¥:), define el vértice y; en la linea 4. Las
condiciones de contorno son yp = s e ys = &.
La recurrencia es .
fi(in) =1Uz), donde =z = (s,41),
filya) = min{ fi_1(yi—1) +Uz)} (224<5),
donde el minimo es entre los pares z; e g1 para los que z; es un arco de
Yi-1 @ Yi- ’ '
Los cédlculos son los siguientes:

Etapa 1 % a b e
' fily) 2 4 3
Etapa 2 Yo d e f
fa(y2) 6 5 8
Etapa 8 143 g h )
f3 (yg) i3 11 13
Etapo 4 i 7 k [
Jilya) . 19 1217
Ftapa § ‘ s t '
fslys) 21

El camino mds corto tiene, pueé, longitud 21 y es s,a,d, b, k, . (Notese
que los valores f;{w;) asignados a los vértices se obtienen exactamente
de la misma maners que las etiquetas del algoritmo més general del
apartado 9.6.) - .- : : - d

‘Ejercicios 12.6

1 Hallar la longitud del camino dirigido mds corto de s a ¢ en la red de
la figura 12.3. ;Cudntos caminos hay de longitud minima?

2 Resolver el problema de la mochila paran =3y W = 19, si w; y u
vienen dados por la tabla

Us 11 T .5'
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Fig. 12.3 Hallar el camino dirigido minimeo de s a 1.

12.7 Ejercicios diversos

1 Hallar wna férmula explicita para los términes de las sucesiones definidas por

(i) Up = D,

(}1) Ug = 1,

. ‘U.l:}.,

’U'I:Dl

Unta + Ungr — 2Up = ) {n=0)

Upto — BUnyr + 8u, =0

(n>0).

2 Demostrar que u, z-n satisface la e('macién
n{n + Ditngg — 5n(n + Duper +4ln+ D{n+ 2u, = 0.

Mediante la sustitucién u,, = nv,, demostrar que ia solucién para la cual u; = 12
¥ Uy = 60 es
u, = 3n2¥ 1 L gn.

3 Hallar una férmula explicita para el término de la sucesién (u,} definida por

uy = X, ay =¥, Unps = Un + 7 (0 20).

4 Se dice que una terna (a,b, ¢} de enteros es linealsia <b<cyb—~a=c—b
Sea Ly, el ndmero de ternas lineales cuyos elementos pertenecen a IN,,. Demostrar
que -

Lopyr = Lan +n

P R
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¥ obtener- una_ecuacién similar para . Ds,. Deducir que L, cumple la recurrencia
del gjercicio 3 y hallar una. férmula para L.

5 Sea C, el grafo ciclo con n vértices, tal como se defini6 en el apartado 8.3, y sea
Falk) el nitmerc de vértice-coloraciones de C,, con & colores. Dividir el conjunto
de coloraciones en dos partes, segin que 0 ¥y 2 reciban o no el mismo color, y
demostrar gue

fﬂ(k) = (k - 1}fn—2(k).+ (k - Qan—.l(k) (n 2 5)‘.

Deducir que

Falk) = (k= DIk P+ (C17 (m23).

6 Demostrar que el niimero de vérticecoloraciones con k colores de un drbol de
n vértices es k(k — 1)™71. : :

7 Decimos que una permutacién = de N, es uniforme si

R <wli—9)+2 obien () <w(i+1)+2 @<i<n-1)
m(1) <={2)+2  w(n) _<_‘I1'r(n —1+2

Sea z, el niimero de permutaciones uniformes conn=n(k) yn—1=nlk—1) 0
w(k+ 1) para algin k de IN,,, ¥ sea g, el niimero de permutaciones uniformes que

no tienen esta propiedad. Demostrar que

Tl = 2T + 2Yn,
Yot = T+ 23,
¥ hallar una férmula -explfci-ta del niimero total de permutaciones uniformes. -
8 Demostrar que si a,, satisface la recurrencia de divide y vencerds de la forma

= Aan + Bn,

entonces a,, es Ofnlogn) si A =2y es O(n k’EZ“‘) sid>2

9 8ea £(n} el tiempo necesario para multiplicar dos enteros de n c1ﬁ as mediante
el método de “divide ¥ vencerss” indicado en el ejercicio 7.9.5. Suponiendo que
todas las Operamones salvo las multlphcamones de una ¢ifra, pueden hacerse en
tlempo on (donde ¢ es una consta.nte) demostra: que

(o) = 3t(n).{ 2en

y deducir que t(n) es O(n'*823).
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10 Sea (F,) la'sucesién de los niimeros de Flbonacm deﬁmda en el ejercicio 12.2.2.
Demostrar que

() Fof Fyk Fatoo 4 Fon = Fangy —1,
(i) Fi,+Fi4+F, =F,.

11 Sea A(m, k) el niimero de k-sunconjuntos de IN,, gue no contienen dos enteros

consecutivos. Demostrar gue

Mrk) = Mn—2,k— 1)+ Aln — 1, k)

Al &) = (”“"’:H).

12 Bea p(n, k) el ndmero de maneras de seleccionar k objetos entre n objetos
dispuestos en circule, de forma gue no haya dos adyacentes. Demostrar que si
Aln, k) es como en el ejercicio anterior, entonces

¥ deducir que

p{n, k) = Mn~ Lk} + Aln — 3,k — 1)

=75 (1)

13 Hallar la solucién al problema del director de inversiones (coma en el apartado
12.4) si la cantidad disponible es de 6 millones de llbras ¥ hay tres companias que
dan los siguientes beneficios.

v deducir que

o 9 8 8 4 2 ¢
Cy 12 12 i2 G 7 3 0
Cs 11 10 10 7 27 0 0

14 Laproduccidn de Agendas de Mesa pars Profesores Despistados se lleva a cabo
a lo largo del afio y las agendas se almacenan en la fibrica para ser entregadas
a finales de septiembre. El nimero total de agendas a preducir ¢ de 19000 y la
produccién méxima por tmmestre es de 60G0; los costes son log, 1e la tabla 12.7.1.

R ATECA

Tabla 12.7.1

Y FiSiCA

,_\.,w.__..,‘..,,.n,,,,\-sw
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Coste (.£100)

Nimero (1000) Oct-Die Ene-Mar Abr—Jun Jul-Sep
0 2 6 5 4
1 4 7 8 5
3 8 9 11 9
3 9 11 15 13
4 11 15 16 i5
5 12 19 17 17
1§ 14 20 20 20

El coste de almacenar las agendas durante un trimestre completo (el coste es
nulo para una fraccién de trimestre) es de 100 libras por mil unidades, Hacer una
tabla que dé el coste total de produccién y almacenaje y hailar el calendaric de
produccion de menor coste.

15 Un contrabandista opera en un drea donde tres pafses X,V y Z tienen
fronteras comunes dos a dos. Cada noche pasa de un pafs (i) a otro (7) y obtiene
un beneficio ry; como el que indica la tabla 12.7.2.

Tabla 12.7.2

Hoy estd en X. Demostrar que sus mdximo beneficio durante las siguientés diez
noches es 77 y determinar la ruta dptima.

16  Supongamos gue un problema de inversién puede expresarse en el esquema

PD con N etapas, de forma que cada variable de decisién ; (1 <4 < N) puede
tomar n valores enteros. Demostrar que, considerando N fijo,

{i) el ndmero de comparaciones necesarias para hallar la solucién éptima con
el método PD es O(n?);

(ii) el ndmero de comparaciones necesarias para hallar la solucidn Gpfima
evaluando todas las soluciones posibles explicitamente es O{n"),

17 Formular el siguiente problema como un programa dindmico con N etapas.
Hallar enteros positivos z3,%g,...,Zx que tengan por suma N y tales que el
producto 13 - - - 7 sea lo mayor posible.
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18 Resolver los siguientes casos especiales del problema emunciado en el ejercicio
anterior: N =13k =3y N =15,k = 4.

19 Un ladrdn no puede transportar mds de 100kg de objetos robados. Tiene la
oportunidad de robar seis objetos que tienen los pesos y valores indicados en Ia
tabla. | Qué objetos debe robar? (Este es un problema de la mochila Cero-uno, ya
que las variables de decisidn sdlo toman los valores 0y 1.)

Objeto 1 2 3 4 5 6

Peso (kg} 20 50 10 35 48 21
Valor (LK) 2 8 2 3 5 4
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Parte III Métodos algebraicos

La tercera parte del libro es la dltima y la mds extensa. Estudiaremos
la aplicacién de las técnicas algebraicas a problemas de la Matemdtica,
Discreta. Aunque para ello deberemos estudiar partes de lo que
cominmente se conoce como algebra “abstracta”, seguiremos pisando
tierra firme.

En las Partes I y Il se han cubierto los prerrequisitos para esta parte,
excepto que en los capftulos 13, 15 y 17 suponemos un conccimiento del
algebra matricial bisica.
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13 Grupos

13.1 Los axiomas de grupo

Para un estudio seric de la matemdtica discreta, es esencial un
conocimiento de las técnicas algebraicas modernas. Ei estudio de las
permutaciones, disefios y cuadrados latinos (por ejemplo) estd unido
inextricablemente a varios aspectos de la teoria algebraica de los grupos,
anillos y cuerpos. En este libro estudiaremos estas teorfas de manera
utilitarista, con la esperanza de que el lector se sienta animado a estudiar
el dlgebra por si misma,.

La idea bdsica que subyace en la definicién de cualquier estructura
algebraica es la de un conjunto con una “operacién binaria”. Sea X un
conjunto de objetos con la propiedad de que dos cualesquiera de eflos, =
e y, pueden combinarse de alguna forma para producir un objeto z. Fsta
regla de combinacidn puede expresarse mediante la ecuacién

THY =z,

dande el simbolo * indica una operacién binaria; la palabra “binaric”
significa que intervienen dos objetos. Los ejemplos mds conocidos son las
operaciones aritméticas como + y x definidas en €l conjunto Z de los
enteros. Otro ejemplo importante es la regla para componer permutaciones
de {1,2,...,n} en el conjunto §,.

Toda operacidn binaria cumple ciertas propiedades algebraicas. En
las primeras piginas de este libro enunciamos las propiedades de las
operaciones aritméticas en Z, propiedades que evidentemente tienen una,
importancia fundamental, En el teorema 3.6 obtuvimos cuatro propiedades
de la operacién de composicién en §, e hicimos notar gue el verdadero
significado de esas propiedades apareceria mds tarde. El momento ha

i
1
I
|

il L
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llegado: veremps que esas cuatro propiedades son compartidas por muchos
obros sistemas y que tienen consecuencias de largo alcance. Por este motivo,
los matemsiticos utilizan la palabra especial grupo para describir uno de
tales sistemas.

Definicidn. Un grupo consiste en un conjunto {+, junto con una operacién
binaria # definida en & que satisface los siguientes axiomas:

G1 (Clausura). Paratodos s ey de G.

z+y estd en G.

G2 (Asociativided). Para todos z, 4, z de G

G3 (Neutro). Existe un elemento e de G tal que

ek L =T kE=3I

para todo s de G.

G4 (Inverso). Para todo z de @, existe un 2’ de G tal que
zxz =x'rz=e.

FEstos axiomas se conocen con los nombres que se indican. Un elemento
e con la propiedad enunciada en G3 se dice que es un elemento neutro
de la operacién * en ¢ y un clemento 2’ en G4 se dice que es un elemento
inverso de z. - | ‘ ' 7

Si G es un grupo y |G es finito, se dice que |G| es el orden de G; un
Zrupo con infinitos elementos se dice que es un-grupo de orden infinito.

Ejercicios 13.1. -

1 Sea G = Z. Completar la signiente tabla, donde +, — ¥y X representan
las operaciones aritméticas habituales.

- Inverso

* Cerrada. Asociativa - Identidad
4+ v
- Y
o 7

A).
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2 Repetir el gjercicio 1 con las mismias operaciones; pero toriando G = IN.

13.2 Ejemplos de grupos

Hemos encontrado ya dos ejemplos de grupos. E conjunto de las permitta-
ciones de {1,2,...,n} es un grupo respecto de la composicién. Sé conoce
como el grupo simétrico (lo cual explica la notacidén S,,) y su orden es
n! El conjunto Z de los enteros s un grupo respecto de la operacidén suma
y tiene orden infinito. Aungue estos fueran los dnicos ejemplos, ya, valdria
la pena estudiar los grupos. Pero la realidad es que el concepto tiene una
aplicacion tan amplia gue penetra toda la-matematica moderna. Daremos
dos ejemplos més en favor de esta afirmacién. ]

El primer ejemplo serd geométrico. Sea A un tridngulo equildtéro;
puede ser conveniente pensar en A como en una carta con las esquinas
etiquetadas A, B y C. Existen seis transformaciones distintas de A con la
propiedad de que A ocupa la misma posicién en el espacio antes y después
de la transformacién. Se conocen como simetrias de /A v en 13 figura-13.1
se indica su efecto sobre la posicién de A.

Fig. 13.1 Simetrias de un tridngulo equildtero.

En la figura anterior, ¢ es la simetria trivial que no tiéne ningfm efecto;
T ¥ § son rotaciones de 120° y 240° alrededor del baricentrode Ay x, v v
# son reflexiones sobre los ejes que se indican. También podemos pensar en

- %, Yy Y # como operaciones que hacen girar /A sobre el eje correspondiente

{ndtese que los ejes son fijos en el espacio v no se mueven al transformar
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Ejemplo 1. Dernostrar que GA = {4,7, 5,7, 2} 88 un grupo respecto a
la operacidn * gue representa la accidn sucesiva de dos simetrias.

Sorucién: Se deduce de consideraciones geométricas generales que la
accidn de dos simetrias sucesivas es otra simetria. Asf pues, si consideramos
por ejemplo ¥ v s, el resultado de efectuar primere s y después y se denota
por y#* s (ndtese el orden), y para hallar el valor de y* s podemos estudiar
el efecto de las transformaciones como en la figura 13.2. Si comparamos el
efecto final de y x ¢ con 1a figura 13.1, vemos que y * s = z.

Fig. 13.2 y * s tiene el mismo efecto que z.

El resultado de estos célculos puede disponérse convenientemente en la
tabla de grupo de G'» (tabla 13.2.1).

Tabla 13.2.1

i r s ® Yy &
i i or 8 .r ¥y Z
T T 8 i Yy oz T
8 s i r oz oz gy
b x z Y i E} T
Yy Yy z z T i 8
z z 0y x s r i

En la tabla, el simbolo de Ia fila y ¥ la columna s es z, gue corresponde
al hecho de que y * s — z. Las otras entradas de la tabla se obtienen
andlogamente. ‘ :

Ahora es sencillo comprobar que se cumplen todos los axiomas de grupo.
Las propiedades de clausura y asociatividad son consecuencia inmediata
de la naturaleza de las simetrfas. Resulta claro que el neutro de Ga es
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Ta simetria trivial ¢ y que el inverso de cada elemento puede obtenerse a
partir de la tabla 13.2.1 de la siguiente forma:

Elemento: ¢ r s = y =z

Inverso: ¢ s r 2 ¥y =z
Por lo tanto, G es un grupo.

Ejernplo 2. Sea Gy el conjunto de matrices 2 x 2 de la forma

o f
g 1)°
donde « y  son elementos de Za y o # 0. Demostrar que Gy es un grupo

respecto de la multiplicacidn usual de matrlces

SorLucidn: Comprobaremos sucesivamente los axiomas G1-G4.
(G1) El producto de dos matrices de Gar es

a ANy 6§V oy ad+ Y

01 0 1/ L0 1 ’
con lo que e] producto tiene la forma necesaria para ser un elemento de
Gaur (ndtese que, al ser a # 0 y v # 0, ary no puede ser cero).

{G2) El producto de matrices es siempre asociativo (en el ejemplo actua.l'

podria comprobarse explicitamente si fuera necesario).

(G3) Tomando & = 1 y 3 = 0 se obtiene la matriz identidad, que es el
neutro de Gyy.

(G4) Para hallar el inverso de un slemento cualquiera de (737, observemos

S EDED-6Y

ay=1l y ab+F=0

si, ¥ sdlo si,

Dados « y 3, podemos resolver estas ecuaciones en -y y § (recuérdese que
al ser o 3 0, existe &' en Z3). En concreto,

y=aly §——(a"1h).

T Ty Mamem g S heminen g L

e

T A s

e e
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Asf pues, cada elemento de Gy tiene un inverso determinado por estas
ecuaciones.

Ejercicios 13.2

1 Escribir tedas las matrices que pertenecen al grupo del ejemplo 2 (son
exactamente seis). Hallar el inverso de cada una de ellas.

2 Un cuadrado tiene ocho simetrias. Hacer una lista con todas ellas y
calcular la tabia de grupo como en el gjemplo 1.

3 LPara qué valores de n > 2 eg cierto que los siguientes son grupos?

(1) Zy, con la operacién +.
{ii) 7, con la operacién x.
(it} Z»\{0} con la operacitn x.

4 Caleular la tabla de grupo del conjunto de los nidmeros complejos
{1,~1,4,—i} respecto det producto y comprobar que es efectivamente un

grupo.

13.3 . Algebra basica en grupos

En este apartado empezaremos a estudiar las consecuencias de los cuatro
axiomas de grupo. Los simholos que manipularemos serdn arbitrarios
y no formularemos ninguna hipdtesis, salvo el hecho de que satisfacen
los axiomas de grupo. Los estudiantes han recibido varios afios de
entrenamiento algebraico y han aprendido muchas reglas, pero sélo algunas
de ellas se aplican en esta situacion. Bs por eso por lo gue el estudio del
dlgebra abstracta, en la que los sfmbolos no tienen mds propiedades que
las enunciadas en los axiomas, puede resultarles diffcil en ocasiones.
Empezaremos por librarnos de la molesta notacién * para la operacién

de grupo y utlhza.remos lo que a Veces Se COnoce como nota(:lon

multzplzcatwa en la que

xzxy se transforma en zy,
.e setransformaen 1, .

' se transforma en
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“Esta notacion - tiene la ventaja de ser econdmica, pero también el

inconveniente de que puede confundirse con la multiplicacidn usual de
niimeros. Hemos de insistir en que las tnicas propiedades que podemos
suponer son las propiedades de grupo, es decir,

z(yz) = (zy)z, rl =1z =z, =1z z=1.
En particular, ne pedemos suponer que zy = yx. Si un par de elementos
satisfacen xy = yz, diremos .que z e y conmutan; un grupo es
conmutativo si cada par de elementos conmuta (un término alternativo
es abeliano, en recuerdo del matematico N.H. Abel (1802-1829)).

Teorema 13.3.1. Sean x,7, z,a y b elementos de un grupo G. Entonces

TYy =Tz = Y=z {simplificacién j::or Ia izqﬁierda),

ar=br = a=b (simplificacidn por la derecha).

DEMOSTRAGION: Como G es un grupo, « tiene un inverso z *. Si
multiplicamos la ecuacién zy = zz a la izquierda por z—! vy utilizamos
los axiomas como se indica, llegamos a

2 zy) = 2 (x2)
(a7 )y = (7 *%)z = por (G2)

ly=1z - por (G4)
y=2z por (G3)
La simplificacién por la derecha se dermuestra de maners andloga. [

Sean {g1, 92, ..., 0n} los elementos de un grupo finito. Tia fila de la tabla
de grupo correspondlente al elemento g; esta formada por lps elementos

gig1; gig2, e g'i.gn

Son todos distintos, ya que st ;9. = ¢igs, entonces podemos simplificar
por la izguierda para obtener g, = g,: Igualmente, la simplificacién por
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la derecha implica que los elementos de cualquier columna son todos
distintos. En otras palabras,

lo tablo de un grupo es un cuadrado latino.

El ejempio més sencillo de cuadrado latine de orden m es la tabla de
grupo de Z,, respecto de la operacidn suma. Ahora sabemos que cualguier
grupo finito da lugar a un cuadrade latino pero, como cabria esperar, no
todo cuadrado latino es la tabla de algin grupo (véase el ejercicio 13.3.5).

Teorema 13.3.2. Sia y b son elementos de un grupo G, la ecuacidn
ar==b -

tiene una solucién unica en G.

SoLUCION: 81z y # son soluciones de Ia ecuacién, entonces
az =az {=b},

con lo que, por Ja regla de simplificacién, % == . Esto demuestra que s6lo
puede existir una. solucién. Por otra parte, z = ¢~ 'b es una solucién, ya
que

a(a™"b) = (aa )b = 1b=1b. _ 0

3,
En el caso a = b, €l teorema implica que la ecuacién az = a tiene una
tinica solucién. Como un elemento neutro de G satisface dicha ecuacién,
deducimos que .

G tiene un dnico elemento neutro.

De forma andloga, en el caso b == 1 el teorema implica que la ecuacién
ax =1 tiene solucién tinica, y como el inverso de a la cumple, deducimos
que,

cada elemento de G tiene un dnico inverso.

Estas observaciones nos permiten hablar del neutro de G y del inverso de
aen (@ ‘
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Ejercicios 13.3

1 Demostrar que ¢ inverso de ab es b~ fa™".

2 Demostrar las siguientes implicaciones, donde z ¢ y son elementos de
un grupo:

(i zy=1 = yz=1;

(i) (zy)* =2%* = owy=ysz. (z° significa zz} -
3 Sea G un grupo con la propiedad de que g% = 1 para todo g de G.

Demostrar que & es un grupo conmutativo.

4 (i) Sea G = {1,a,b,c} un grupo, donde 1 es el elemento neutro y
a® = b? = c® = 1. Vtilizar la propiedad de cuadrado latino para eseribir la
tabla completa de G.

(i) Justificar que el cuadrado latino obtenido a partir de la tabla de
grupo de Zy4 (con respecto a la suma} es esencialmente distinto def obtenido
en el apartado (i}.

5 Demostrar que el signiente cuadrado iatino de orden 5 no es la tabla
de ningiin grupo.

Q.0 o R
=R 0 oR
02 B = o
o et 2R, O
D o= 0 R

13.4 FEl orden de un elemento en un grupo

Dado en elemento x de un grupo (&, podemos definir las potencias negativas
y positivas de z recursivamente:

=z,  z" =gz ! (r>2),

gl=z1 =g l27Y (s> 2).

Si convenimos en que z° = 1 (el neutro), entonces ™ estd definido para
todos los enteros n ¥ se cumplen las reglas conocidas para manipular
potencias. Hs decir,

@™ =™ (mne ).
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Al ser G un grupo, =™ es un elemento de G para cada n, aunque esto no
significa que todas las potencias =™ representen elementos distintos de (3.
De hecho, si G es un grupo finite, algunas de las potencias han de ser
iguales, v4 que son infinitas en ntimerc v (7 86lo tiene un mimero finito de
elementos. Supongamos que z® = z® con @ > b. Multiplicando a ambos
% se obtiene que z°% =1, donde ¢ — b > 0.
En consecuencia, podemos asegurar que ™ = 1 para algiin entero positivo
1y, por el axioma del buen orden, gue existe un entero ménimo con esta
propiedad.

lados de la ecuacién por x™

Definicién. Si z es un elemento de un grupo finite G, lamaremos orden
de x al menor entero positivo m tal que 2™ = 1. Si ¢ es un grupo infinito,
el orden de x se define de la misma forma, siempre que exista; en caso
contrario, se dice que z tiene orden infinito.

En la practica, obtendremos el orden de un elemento calculando sus -

potencias positivas hasta llegar al neutro. Por ejemplo, en el grupo Ga
del tridngulo, las potencias del elemento r son

1 2—s,  r*=rs=i
Como ¢ es el elemento neutro, e} orden de r en G es igual a 3.

El resultado mds 1til sobre el orden de un elemento estd contenido en
el siguiente tecrema.

Teorema 13.4. Sea x un elemento de orden m en un grupo finito (.
Entonces .
=1 en @&

si, y 5610 i, s es un multiple de m.
DEMOSTRACION: Si s es un multiplo de m, digamos s = mk, entonces -

2% = Imk: — (zm)k —_ lk e 11
donde hemos utilizado las reglas usuales para manipular potenciés y el
hecho de que 2™ = 1.
Reciprocamente, supangamos que z° = 1. Segin el teorema 1.5
podemos escribir
s=mg+r, 0<r<m.
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Entonces - - C
1 =% :.mmq&n'r‘ — (I'm_)qmr — Ir;

va que £ = 1. Ahora bien, g > 0 la ecuacién " = 1 contradice el hecho
de que m sea el minimo entero positivo tal que z™ = 1. En consecuencia,
debe ser r = 0 ¥y 5 = mq, tal como se afirmaba. o 7

Ejercicios 13.4

1 Sean oy 3 las permutaciones de N7 que en su representacién en ciclos
son

o = (15)(27436), :,B = (1372)(46)(5).

Calcular los 6rdenes de a y 3 considerados como elementos del grupo
stmétrico Sy. ;Qué drdenes tienen af y fa? '

2 Sean r e y elementos de un grupo finito &. Demostrar que = e yry=*
tienen el mismo orden. : ‘

3 Sea M el conjunto de las matrices de la forma

a by ..

o 1,7
a coeficientes en Zy y tales que a # 0. Demostrar que M es un grupb con
respecto al producto de matrices. Hallar el orden de los elementos

(i) ()

4 Sea (7 el grupo definido en,_ el gjercicio 3, salvo que los coeficientes de

. , -~ ) ) . . .
las matrices son akora nimerds reales. Demostrar que G contiene infinitos
elementos de orden 2.

5 Sean u y v elementos de un grupo conmutativo y supongamos que
tienen drdenes r vy 8, respectivamente. Demostrar que si # y § son primos
entre si, entonces el orden de uv es rs.
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13.5 TIsomorfismo de grupos

Recordemos los dos ejemplos considerados en el apartado 13.2. En el
primero discutimos el grupo Ga cuyos elementos son las seis simetriag
de un tridgngelo equilitere, Ga = {4,7, 82,9, 2} En el segundo ejemplo
discutimos otro grupo Gy que también tenia seis elementos; son las
matrices que denotaremos por

=(39) a-(3 1) 5-(0%)
S S CH RS ]

donde los simbolos 0, 1 y 2 son elementos de Zi3. Por el momento nos
olvidaremos de las definiciones de Ga vy G ¥ nos concentraremos en sus
tablas respectivas {(tablas 13.5.1).

Tabla 13.5.1

it r s T Y = I R § X Y Z
% i r s z y Z I I R § X Y Z
r T8 4 Yy z T R R s I Y Z2 X
s s 4 7 z T Yy § 8§ I R Z X Y
T r z Yy i s 1 X X Z Y I &5 R
y y £ 2 v i 8 Y Yy X Z R I §
z 2y xz 8 T % \ zZ Z Y X § R I

%, T- .
Resulta claro que ambas tablas son esencialmente la misma —la notacidn

ha sido elegida cuidadosamente para que esto fuera evidente. En lo que se -

refiere a las propiedades de grupo, Ga v Gy son idénticos; sélo difieren en
los nombres que damos a sus elementos. Més formalmente, tenemos una
biyeccién 8 : Ga — G que lleva i a I, r a R, etc. ¥ que conserva la
operacién de grupc. Por ejemplo, 7z = y en Ga y RX =Y en Gy, 1o
cual irnplica que

Blra) =PBly) =Y = RX = p(r)f(z).

Definicidn. Si G-y Gz son grupos .(ambos escritos en notacidén
multiplicativa), una biyeccién 4 : Gy — (5 se dice que es un isomorfismo
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gi, para todos g v ¢’ de (y

Blgg") = B(9)B(g)-

51 existe un tal isomorfismo, decimos que G y Gy son isomorfos y
escribimos G = (.

Ejercicios 13.5

1 Describir las cuatro simetrias de un rectdngulo y construir la tabla del
grupo correspondiente. Mediante una biyeccién adecuada, demostrar que
es isomorfo al grupo que tiene por tabla la 13.5.2.

Tabla 13.5.2
1 @ b c
1 1 a b c
a a 1 ¢ b
b b c i a
c ¢c b oa 1

2 Analizando las posibles tablas de grupo, y considerando iguales dos
grupos isomorfos, demostrar que

(i) existe un solo grupo de orden 2;
(ii) existe un solo grupo de orden 3;
{iii) existen exactamente dos grupos de orden 4.

3 Demostrar gue la relacién ~ de isomorfismo es de equivalencia.

4 Sean Gy y Gy dos grupos finitos y 3 . Gy — G2 un isomorfismo. 5i
ze = ((z1) para un zy de Gy, demostrar que 1 y @2 tienen el mismo
orden.

13.6 Grupos ciclicos

Desde un punto de vista abstracto, dos grupos isomorfos son el mismo.
La nocién de isomorfismo nos permite, pues, clasificar los grupos sin

e -
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ambigiiedades. En la prédctica, si hallamos un grupo ¢ en un coatexto
particular, por lo general intentaremos demostrar que es isomorfo a un
“ejemplo estdndar” H cuyas propiedades son conocidas. Las propiedades
de grupo de G son precisamente las de H y no es necesaric estudiarlas de
nuevo. - . :

Para que el programa que acabamos de esbozar tenga sentido,
necesitamos naturalmente una provision de ejemplos estandar.

Definicidén, Se dice gue un grupo G es ciclico si posee un elemento z tal
que cada elemento de G es una potencia de x. Decimos que el elemento
genera G y lo denotamos por G =<z >.

Si @ genera G y todas las potencias de x son distintas, entonces

— -3 -2 -1 2 .3
Ge=={. . . ,z7% 2% 7% 1,z,8%, ...}

En este caso, decimos que G es un grupo ciclico infinito y utilizamos el
simbolo Co para un grupo de este tipo. Los grupos isomorfos a Cg, son
muy frecuentes y aparecen bajo distintas apariencias.

Ejemplo. Demostrar que el conjunto Z de los enteros con la operacién
suma es un grupo ciclico infinito.

SoLUCION: Tenemos que construir una biyeccidn # entre Z y (', tal que
Hng4ng) = B(n:)f(na). Nétese que el signo + aparece en el lado izquierdo
debido a que la aperacién definida para Z es la suma. Si x es un generador
de C,, definimos 4 mediante

j@(n) =" (n € 7).

Para cada n de Z existe una potencia 2™ en (s, 'y son todas distintas, de
forma que J es una biyeccién. Ademds,

B(ny +ng) = ™7™ = z™g™ = B(n;)B(na),

con lo que £ es un isomorfismo. D

Pasamos ahora al caso de un grupo eiclico & con un generador z tal que

las potencias de z no son todas distintas. En este caso, x es un elemento
de orden finito m vy

G={1,z,2% ..., a™ 1},
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va que si & es un entero cualquiera, tenemos k =mg+reconl<r<my
2 = gt = (g7 = 1927 =z,

Fn consecuencia, cualquier potencia de z es igual a uno de los m elementos
de la lista anterior. Estos elementos sor distintos, ya que si z* =
(0 < i< j < m-—1), entonces 27 * = 1, contradiciendo la definicién
de m. En este caso diremos que (7 es un grupo ciclico de orden m y
lo denotaremos por C,,. El ejemplo més conocido de un grupo isomorfo a
C,m s el conjunto Z,, de los enferos modulo m con la operacidn . Como
en el caso infinito, es facil demostrar que la funcién 3 : Zy,, — Cp, definida
por 8{n) = z™ es un iscmorflsmo,

Una manera de ampliar la lista de ejemplos estdndar de grupos es
combinar grupos conccidos de alguna forma. Por ejemplo, si tenemos dos
grupos A y B {ambos escritos en notacién multiplicativa) podemos formar,
su producte directo Ax B de la siguiente forma. Los elementos de Ax B
son los pares ordenados

{0,8) (e e A,be B),
que se combinan segin la operacidn definida por
{a1,b1){0z,b2) = (arag, biby).

Nétese que en el miembro derecho, @1ag indica el resultado de combinar
a1 ¥ a2 segin la operacién de grupo de A y byby el de combinar by y bo
segin la de B. :

Es ficil comprobar que Ax B es efectivamente un grupo con la operacién
gue acabamos de definir {ejercicio 13.6.3).. l

Ejemplo. Hacer una lista con los elementos de Co x C3 ¥ Ca x Chy.
Demostrar que Ga % Oy es isomorfo a Cg, pero «que €2 x Oy no es isomerfo
a Cg. B D

SoLUucION: Supongamos que (b y (s vienern generados. por & € ¥
respéctivamente, de manera que : : :

Co =< >= {1,$}, Cy=<y>= {}-’yx yz}'
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Segtin la defiricién del producto directo, los elementos de Uy x C5 son

(L1, (1), (LyA), (@, 1), (=), (,37).

Pongamos z = (x,¥) y calculemos segin la regla anterior; tendremos que

2* = (1,’!;'2); 7= (e, 1)3 2t = (1>y):
2 = (z, %), 2% = (1,1).
Como (1, 1) es el neutro de Cp x U3, hemos demostrado que los elementos

de Cy x Cy pueden escribirse como 1, z, 22, 2%, 2%, 2% , en consecuencia, se

trata de un grupo ciclico de orden 6.
Sea v un generador de CYy, de forma que

Cy =< u >= {1, u,u*, v’}
Los elementos de Oy x €4 son

(1,1), (L), (1,23, (1,4, (1), (z,u), (z,u?), (z,u*)
y sus érdenes son, respectivamente,

1, 4, 2, 4, 2, 4, 2, 4.

Vemos que no existe ningiin elemento de orden 8 en €9 x Gy y, en
consecuencia, gue Cp x C4 no puede ser isomorfo a Cs. |

El hecho de que Cq x C5 = Cj es un caso especial del teorema siguiente.

Teorema 13.6. Si m y n enteros positivos primos entre si, entonces

Cm % Cp 2 Cin.

DEMOSTRACION: Sean x e y generadores de O, y Cy, respectivamente, z
el elemento (x, y) de Cp, x Cp, y v el orden de z en U, x C,. Demostraremos
que 1 = mn. :

Puesto que 27 = (z7,47) ¥ {1,1) es el neutro de Cp, x Oy, la ecuacién
z" = 1 implica que 2" = 1 en Cp, ¥ que " = 1 en C,. Se deduce del
teorema 13.4 que 7 es un miltiplo de m y también un mutltiplo de n.
Como r es el minimo enterc para el cual 27 = 1, debe ser el minimo
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comun miléiplo de m v n. Seglin €l ejercicio 1.9.8, y al ser m y n primos
entre si,
_ I
r=mem(m,n) = ——— = mn.
med{m, n)
Pero (), x ), tiene mn elementos y contiene un elemento z de orden
mm; es, pues, un grupo ciclico. O

Ejercicios 13.6

1 Sea U el subconjunto de Z; formado por los elementos no nulos.
Demostrar que la multiplicacion en Z7 define una operacion de grupo en
Uy que U= G

2 Sea M el conjunto de matrices 2 x 2 de la forma

(67)

con coeficientes enteros. Demostrar que con la multiplicacién de matrices
M es un grupo ciclico infinito. ' : S

3 Fscribir los detalles de la demostracidn de que el producto directo Ax B
de dos grupos es un grupoe.

4 Demostrar que ios dos grupos distintos de orden 4 obtenidos en el
ejercicio 13.5.2 son isomorfos a CyvaCy xCh.

13.7 Subgrupos

Se dice que un subconjunto H de un grupo G es un subgrupo de G i los
elementos de I forman un.grupo respecto de la operacion de grupo de G,

Ejernplo, Sea Gp, = {i,7,8,2,y, 2} el grupo de las simetrias del tridngulo
(ejemplo 1, apartado 13.2). § Cudles de los siguientes subconjuntos de Ga
son subgrupos?

B ={rs,z}, Ho = {i,n s}, Hy = {i,1,8,3}.
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SoLUCION: Hay varios ritotivos por los que H; no es un subgrupo. No es
cerrado, ya-que 7 ¥ z'son de H; pero no lo es su producto x = rz. Ademis,
H1 no posee elemento neutro. :

Por ofra parte, Hz es un subgrupo de Ga. La “tabla de mult1phcar
de H2 es : :

1 T 3
i i v s

r s i
8 8 % T

lo cual demuestra que Hy es cerrado. La propiedad asociativa se cumple
en Hy por cumplirse en GA y, claramente, 4 es el neutro de Hy al igual
que en Ga. Finalmente, i™1 =4, r * =sy sl =r.

Al no ser cerrado, e subconjunto Hi 1o es un subgrupo; por ejemplo,

rz = ¥, mientras gue y no es de Hs. . . O

Aunque siernpre podemos comprobar la propiedad de subgrupo a partir
de la tabla de grupo, por lo general no se trata de un método muy prictico.
De hecho, podriamos decir que el principal objetivo de la teorfa de grupos
es estudiar los grupos sin recurrir a las tablas. Teniende esto en cuenta,
formuiamos un teorema, que da condiciones suficientes para que un sub-
conjunto sea un Subgrupo '

Teorema 13.7. Sea G un grupo y H un subconjunto ne vacio de G que
cumple las signientes condiciones:

Si. s,yeH = azycH;
52. zecH = gzgled.

Entonces H es un subgrupo de G. Si G es finito, la propiedad 81 es
snficiente por si misma para asegurar que H es uh subgrupo.

DEMOSTRACION: Las condiciones afirman que H es cerrado y que cada
elemento de H tiene un inverso. Lia propiedad asociativa se desprende
de la correspondiente propiedad de G, ya que los elementos de H son
también de G. Para demostrar que el neutro de & estd en H, partimos de
un elemento x cualquiera de H; por 2, 2~ es de H, y por S1 ¢l producto
zz~! también. Pero zz~! = 1, de forma que 1 € H.

'
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Nos queda por demostrar que, en el caso finito, 81 implica 82. Si I sdlo
contiene al neutro, se trata evideniemente de un subgrupo. 5ino, sea z un
elernento de H distinto de 1 y sea m su orden. Multiplicando la ecuacién
1™ = 1 por 2! obtenemos que 2™t =z 1y, dado que m > 1, 27! es
igual a una potencia positiva de r. Usando S1 repetidamente vemos que
cualquier potencia positiva de = estéd en H, con lo que z™' estd en H. [J
Ejemplo. Sea G un grupo y Z(G) el subconjunto formade por aquellos
elementos que conmutan con cualquier elemento de G, es decir,

Z(G)y = {z € G|zg = gz para todo g de G}.
Demostrar que Z(G) es un subgrupo de G (se conoce como el ceintro
de G).

SoLucioN: Comprobaremos las condiciones 81 v §2. Tomemos z e v de
Z{@), de forma que '
rg=gxr, Yg— gy

para cualquier g de . Tenemnos que

(wy)g = «(yg) = a(gy) = (zg)y = (9z)y = glay),

con lo que zy estd en Z((F) y se cumple S1. Por otra parte, si multiplicamos

la. ecuacitn xg = gz por £~ * a ambos lados, tenemos
g =g P )

1

# (wg)a" = o= g2y

v, utilizando la propiedad asociativa, gz~1 = z~'g. Asf pues, 7! es de
Z(G} y se cumple S2. o 0

81 T es un elemento de orden m de un grepo G, los elementcs

forman el subgrupo ciclico < x > generado por z. Fs facil comprobar que
< > es efectivamente un subgrupo (sjercicio 13.7.6) y, evidentemente,

el orden de x es igual al orden del subgrupo. << x >.
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Sea, por ejemplo, U el.grupo de los elementos no malos de Z- respecto del
producto (ejercicio 13.6.1). Si calculamos las potencias de 2 en U, resulta

2t=9, 22=4, 2%=1

i

de forma que 2 tiene orden 3 y el subgrupo ciclico < 2 > contiene log
elementos i, 2 y 4. El subgrupo ciclico < 3 >, por su parte, es todo U, ya
que ' :

Ejercicios 13.7

1 {Cudles de los siguientes son subgrupos de Ga?

V Kl = {Z',CC}J K2 - {‘i';,$, y}: KS = {7:7T15;I) y}

2 Utilizar el grupo G'a para dar un ejemplo de dos subgrupos H y K
tales que H U 4 no sea un subgrupo.

3 Demostrar que si H vy K son subgrupos de (7, también loc es H N K.

4 Sea g un elemento de un grupo @ y denotemos por C(g) los elementos
de & que conmutan con g, es decir,

Clg) = {z € Glzg = gz}.
Demostrar que (g) es un subgrupo de G. Cuél es la relacién entre estos
subgrupos y el centro Z(G)?

5 Si @ es el grupo del cuadrado (ejercicio 13.2.2), hallar C{g) para cada
gde Gy, en consecuencia, hallar Z{G).

6 Usar el teorema 13.7 para comprobar que si z es un elemento de orden
m de un grupo G, entonces < z >= {1,z,...,2™ '} es un subgrupo de .

AL
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13.8 Clases laterales y el teorema de Lagrange

En este apartado demostraremos el primer teorema de grupos realmente
interesante. Quien comprenda el significado de este teorema, no tendri
dificultad en creer que la teoria de grupos es un tema que abunda en
resultados elegantes v fascinantes.

El teorema afirma que si A es un subgrupo de un grupo finite G,
entonces |H| es un divisor de |G} Por ejemplo, un grupo de orden 20
sélo puede tener subgrupos de 6rdenes 1, 2, 4, 5, 10 y 20, La idea de la
demostracién es construir una particién de (¢ en la que todas las partes

- tengan el mismo tamaio que H. Si hay & partes, entonces deberd ser

|G| = k|H]| y tendremos el resultado. Tales partes se conocen como cla,ses
laterales.

Definicién. Sea H un subgrupo de un grupo G (nd necesariamiente finito).
Se define la clase lateral por la izguierda gH de H respecto de un
elemento g de G como el conjunto que se obtiene al multiplicar cada
elemento de H por la izquierda por g, es decir,

gH = {z € G| = gh para-algin h de H}.
La elase lateral por la derecha de H respecto g se define andlogamente:
Hy={zellz= hé'para algtin h de H}.

S5i H es un subgrupo 'ﬁnito, pongamos H = {hl,hg,...,hn;}, los
elementos de la clase lateral por la izquierda gH son '

ghi, gha, ..., ghm.

Es claro que son todos distintos, ya que si gh; = gh; podemos simplificar
¥ tenemos que h; = h;. Tenemos, pues una propiedad funda.mental de las

clases laterales:
igH|=1H] (9€G).

Por ejemplo, sea Ga = {i,7,%,2,4,2} ¢l grupo del tridngulo y H el -

subgrupe {7,x}. Las clases laterales de H en (7 son
iH = {1, iz} = {i, 2},

C8H = {si, 82} = {s, 2},

yH = {yi,yz} = {y,7},

rH = {ri,rz} = {r,y},
ol = {zi,zx} = {z,1},
zH = {zi, 2z} = {z,s}.
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Nétese que sdlo se obtienen -tres subceonjunios distintos como clases
laterales de Ga v que son disjuntas. Asi pues, tenemos la particién

Ga'= {i,abu {ryhu{s 2},

tal como muestra la figura 13.3 {en la que cada parte es una clase lateral
por la izquierda de H).

>

Fig. 13.3 Las clases laterales de {i,z} en Ga.

-La cuestidén que a menudo confunde a los principiantes es que, vistas
como- clases laterales, las partes pueden tener nombres alternativos; por
ejemple, {r,y} puede escribirse como rH o como yH. Por lo tanto, hay
diferentes maneras de escribir G como unién disjunta de clases laterales,
tales como - :

Ga=tHUrHUsH o Ga=asHUyHUzH,

sunque las partes son las mismas en cada caso. El siguiente teorema
estahlece la. propiedad general que hemos observado en el gjemplo.

Teorema 13.8.1. Sea H un subgrupo de un grupo (. 51 g1 y g2 son
elementos de G, las clagses laterales g1 H y g2 H son, o bien idénticas, o
bien no tienen ningin elemento en comun. :

DEMOSTRACION: Demostraremos que si g1H y goH tienen un elemento
en. comtin, entonces son idénticas. Supongamos que = pertenece a g1 H y
gz H, es decir

& = grh: para algdn hy de H, = z = gohs para algin hy de H.
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Para demostrar que gy H < g2 H; sea y un’elemento cualquiera de giH, es
decir, y = g1 h para algin A de H. Entonces

y = gqh = (zhi")h = z(h'h)
= (goh2)hi 'R
= ga(hahy *h).

Al ser H un subgrupo, hghflh estd en H v resulta que y estd en g H. Un
argumento andlogo intercambiando g1 v go demuestra que goH C g1 H ¥
con elio la igunaldad. O

Otra manera de demostrar ¢l teorerna 13.8.1 es utilizar la teoria de las
relaciones de equivalencia. Si definimos una relacion ~ en (¢ mediante

T~y sioaTlye H,

entonces ~ es una relacién de equivalencia y las clases de equivalencia
son las clases laterales por la izquierda (ejercicio 13.8.1). La propiedad
bdsica de las relaciones de equivalencia (feorema 5.2} implica que las
clases laterales distintas forman una.particién de G. Esta observacién
fundamental nos lleva inmediatamente a nuestro. teorema principal,
conocide como teorema de Lagrange, en honor de L. Lagrange .(1736-
1813).

Teorema 13.8.2. 5i G es un grupo finito de orden n y H es un subgrupo
de orden m, entonces m es un divisor de n.

DEMOSTRACION: Ya hemos visto que todas las clases laterales tienen-el
mismo cardinal que H y que las clases distintas forman una particién de
(7. Asi pues, si hay & clase laterales distintas, tenemos n = km. (]

Bl nimero de clases laterales distintas es el indice de H .en G y se
escribe |G : H], esto es,
' |G|
G H| = —.
- Hi :
Desde luego, poedriamos trabajar con clases laterales por a derechd en
lugar de por la izquierda y obtendriamos los mismos resuliados. Sin

emnbargo, hacemos notar gue no es cierto que las clases laterales por la
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Izquierda y por la derecha den lugar a la misma particion de G, a pesar

. de que su niimero es el mismo (véase el gjercicio 13.8.2).

Muchos teoremas titiles sobre grupoes son consecuencia del teorema de
Lagrange. Daremos dos ejemplos.

Teorema 13.8.3. Sea g un elemento de un grupo finito G y sea |G| = n.

Entonces
(i) el orden de g divide a n, (i} g = 1.

DEMOSTRACION: (1) I8l orden de g es el mismo que el orden del subgrupo
ciclico < g > v, por el teorema de Lagrange, es un divisor d de .
(i) 8i dk = n, entonces, dado que z% =1,

Teorema 13.8.4. Si G es un grupe de orden primo p, entonces G es
isomorfo al grupo ciclico .

DEMOSTRACION: Como p >.1, el grupo & posee un elemento z £ 1. i
orden del subgrupo ciclico < = > es mayor que 1 y, segin el teorema de
Lagrange, ha de ser un divisor de p. Al ser p primo, el orden de < > es
Py < x> estode G. Por lo tanto, G es un grupo ciclico de orden p.

" En la prictica, el teorema de Lagrange es importante porque restringe
el posible orden de los subgrupos (y de los elementos) drdsticamente.
Sin embargo, no propor¢iona informacién sobre el niimerode subgrupos.
Veremos en el siguiente apartado que si G es ciclico existe exactamente
un subgrupo para cada divisor d de ||, pero en gemeral el ndmero de
subgrupos podr4 ser cualquiera, incluso ninguno. Bl siguiente ejemplo
muestra algunas de las complicaciones que puede presentar el copjunto
de los subgrupos en e! caso general.

Ejemplo. Demostrai que el conjunto A4 de las permutaciones pares de
{1,2,3,4} es un grupo de crden 12 v hallat todos sus subgrupos.

SoLucion: En el apartado 5.6 demostramos que la composicién de dos
permutaciones pares.es. par con lo que, segin el teorema 13.7, Ay es
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un grupo (de hecho, un subgrupo del grupe simétrico S4). Su orden es
41/2 = 12 {teorema 5.6.2); la siguiente es una lista de las permutaciones
que pertenecen a Ay.

La permutacién identidad: id.
Las de orden 2: (12)(34), (13)(24}, (14)(23).
Las de orden 3: (123}, (132), (124), (142), (134), {143), (234), (243}, "

Por el teorema, de Lagrange, los posibles drdenes de los subgrupos de Ay
son 1, 2,3, 4, 6 y 12. Examinaremos estas posibilidades correlativamente.

Orden 1. La unica posibilidad es el subgrapo trivial {id}.

(Orden 2. Por el teorema 13.8.4 (o por el método ingenuo del ejercicio
13.5.2) un subgrupo de orden 2 ha de ser ciclico. Como A4 tiene tres
elementos de orden 2, hay exactamente fres subgrupos de orden 2; por
sjemplo, {id, (12)(34)}.

Orden 3. Un argumento parecido nos muestra que hay cuatro (jpor qué
no ocho?) subgrupoes de orden 3, como {id, (123), (132)}.

Orden 4. Un subgrupo de orden 4 es isomorfo a Cy 0 a Cy x.Cy (efercicio
13.6.4). Como no hay elementos de orden 4, no puede ser Cy. Los tres
elementos de orden 2, a saber, (12)(34), (13)(24) y (14)(23}, juato con

)

el meutro, s forman un subgrupo isomorfo a Cy x (5. HEsta es la tnica

posiblidad, ya que los elementos de orden 3 no pueden pertenecer a un

subgrupo de orden 4 (;por qué?).

Orden 6. Supongamos que K es un subgrupo de orden 6. Como sdlo hay
cuatro elementos de A4 que no tienen order 3, & debe contener al menos
un elemento de orden 3, digamos = = (123), y su inverso z—* = (132).
Los elementos de K de orden 3 ocurren por parejas, como z y 3':71, de
manera que hay un ndmero par de ellos. Pero K contiene también el
neudro, asf que si el nimero total de elementos ha de ser par, K debe
contener al menos une de los elementos de orden 2. Ahora bien, si uro
de estos elementos y estd en K, también lo estdn zyz—' y o~ yz (por la
propiedad de subgrupo). Estos elementos, por ser conjugados de ¥, tienen
su mismo tipe ¥y ademads son distintos. Asi pues, los elementos y, :J:ymﬁl_ y
z7lyx son los tres elementos de orden 2, (12}(34), (13)(24) y (14)(23), en
algiin orden. )

Perc hemos demostrado que estos tres elementos, juntc con el neutro,
forman un subgrupo de orden 4, que ha de ser un subgrupo de A Por el
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teorema de Lagrange, el orden de K es un muiltiplo de 4, lo cual contradice
la Lipdtesis de que | K| = 6. Asi pues, no existen subgrupos de orden 6.

Orden 12. La tnica posibilidad es el propio Ag. ' 0

Es conveniente disponer los subgrupos en un reticuls (figura 13.4). En
general, el reticulo de subgrupos puede ser enormemente complicado, pero
en el préximo apartado veremos que para un grupo ciclico puede deseribirse
en términos aritméticos senciilos.

id
(12)(34)
(13)(24)
{14)(23)

Fig. 13.4 Ei reticulo de subgrupos de Aa.

Ejercicios 13.8-

1 "Bea H un subgrupo.de G y definamos una telacién. ~ en 7 mediante
la regla # ~ y <= gz~ g ¢ H. Demostrar que ~ es una relacién de
equivalencia y gue sus clases de-equivalencia son las clases laterales por la
izquierda de H.
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2 Describir explicitamente la particién del grupo del tridngulo mediante.
las clases laterales por la derecha del subgrupo H -= {i,z}. Comprobar
que la particién no es la misma que la que proporcionan las clases por la
izquierda. '

3 El grupe de simetria de un pentdgono regular es un grupo de orden
10. Demostrar que tiene subgrupos de todos los drdenes permitidos por el
teorema de Lagrange.y dar un esquema de su reticulo de subgrupos.

4 Sea & un grapo finito y p un nimerc primo, y supongamos que .
tiene exactamente m subgrupos de orden p. Demostrar que el nimero de
elementos de orden p en & es m{p — 1).

5 Utilizar el ejercicio 4 para demostrar que un grupe ciclice de orden 55
tiene al menos un subgrupo de orden 5 ¥ uno de orden 11.

6§ Dar un esquema del reticulo de subgrupos del grupo simétrico S.
[Indicacién: necesitard una hoja de papel grande.]

13.9 Caracterizacion de los grubos ciclicos

Fn el teorema de Lagrange partimos de una hipGtesis algebraica (H es
un subgrupo de @) y llegamos a una conclusién aritmética (|H| divide
a |G]). Los resultados de este tipo son enormérente itiles, ya que -
reducen problemas algebraicos dificiles a otros aritméticos mas sencillos.
En este apartado discutiremos las propiedades aritméticas de los grupos
ciclicos y demostraremos que estos grﬁpos_pueden caracterizarse mediante
propiedades numéricas. Utilizaremos slgunas de las téenicas combinatorias
desarrclladas en los capftulos 3 v 4, en particular el método de inversién
de Mdbius y su relacién con la funcidn ¢ de Euler.

Teorema 13.9. Si (7 es un gripo finito de orden n > 2, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:
(i} G es ciclico,
(i) Para cada divisor d den, el niimero de elementos x de (7 que cumplen
z¢ =1 es igual ad. : : : S
(iii) Para cada divisor d de n, el mimero de elementos z de G que tienen
orden d es igual a ¢(d). '
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DEMOSTRACION: Demostraremos que (i) = (ii) = (iii) = (i), de donde
se seguird que las afirmaciones son equivalentes.

(i) = (il) Sea G un grupo ciclico de orden n generado por g. Dado un
divisor d de n, sea dk = n. Los elementos

1’gk’92k . ?g(d—l)k

son distintos y cada uno de ellos satisface la ecuacién 24 = 1, ya que
(g% = (g")i = (g =1 =1.

Asf pues, tenemos d elementos de G que cumplen z¢ = 1. Hemos de
demostrar gue no hay otras soluciones. Sea y un elemento de G tal que

= 1; como G estd generado por g, tenemos que y = g% para algin e > 0
¥, por lo tanto,

ged — (gc)d — yd = 1.
El orden de g es n y, segin el teorema 134, ed es un multlplo de n,
pongamos [n. Entonces
_ ed = In = I{dk),

con lo que e = Ik, y = g° = ¢**, que es uno de los elementos que ya hemos
hallado como solucidn.

(i} = (iii) Supongamos (ii) cierto. Por el teorema 13.4, un elemento
z satisface =8 = 1 si, v s6lo si, el orden de z es un divisor ¢ de d. Si hay
a(c) elementos de orden ¢, debe'ser '

d = Z alc)
‘cEd
Por la f6rmula de inversién de Mohius,
d
= Z p(c) -
cld
Pero la relacién entre p y ¢ (pagina 87) demuestra que el término derecho
es igual a ¢(d); esto demuestra {iii).

(iii) = (i) Si se cumple (iii), sabemos en particular que el niimero de
elementos de orden 7 es ¢{n), que es mayor que 1. As{ pues, & contiene
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al menos un elemento de orden n. Como |G| =n, este elemeénto genera ¢
y G es ciclico. : O

FEm el capitulo 16 utilizaremos esta caracterizacién nwmérica para
demostrar que una importante clase de grupos, que aparecen en un
contexto algebraico mis amplio, son grupos ciclicos.

Por el momento, nos contentaremos con usar €l tecrema para hallar
todos los subgrupos H de wn grupo ciclico G de orden n. El teorema de
Lagrange nos dice que |H| = d para algin dividor 4 de n, y el tecrema
13.8.3 {ii) que cada uno de los d elementos de H cumple z® = 1. Pero
hemos demostrado que (7 contiene ezactemente d elementos que cumplen

2% = 1, de forma que H debe contener premsameﬂte estos elementos. En
restmen, hemos demostrado que

Un Grupo ciclico de orden n posee exactamente un subgrupo
de cada orden d que divide o n, ¥ estos subgrupos son ciclicos.

Tomemos, por ejemplo, el grupo ciclico Cy¢ generado por el elemento 2.
Cada wno de los elementos 1,z,...,2° de Cia genera un subgiupo
ciclico de Cig; sabemos ademds que estos son los tinicos subgrupos y
gue dos subgrupos del mismo orden son iguales. Podemos comprobarlo
explicitamente mediante célculos sencillos como los de la tabla 13.9.1. Otra
manera de ilustrar este resultado es decir que el reticulo de subgrupoes de
Clo es igual al reticalo de divisores de 12 (figura 13.5).

Fig. 13.5 El reticulo de subgrupos de Cia.

[ .2 TP
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Tabla 13.9.1

Subgrupo Elementos Clase de isomorfismo
< 1> - -1 l S Cr
<%= 1,28 L Cs
<zt>
. - 4 .8
& ZB =~ 1,2’ x4 Cl3
< 2% >
DY 1,25,25 2° N o7
< 22> C '
< A0 1, 2%, 24, 28, 28, 510 Cs
<z >
<z > . - :
< z'f =~ 1; Z, z,?_’ 3211 C'12
< gl

Ejercicios 13.9

1 Dar un esguema del reticulo de subgrupos del grupo ciclico Coy. Si 2 3

un _geng_radoq de Caa, identiﬁcar los subgrupos generados por 27, 8 y 29,

2 jCudnios elementos de Cgp generan todo el grupo?

3 :'Séayl'r y s divisores de n y sea = un generador del giupo ciclico G,.
Obtener generadores de los subgrapos ciclicos Cp v C, de C,. ‘Hallar el
orden de ¢ N C; v hailar un generador

4 Explicar cémo deduygir el teorema 13.8.4 del teorema 13.9.

13.10 Ejel_‘CiCiQS d_iversos_

1 Sean z, y ¥ z elomentos de un grupo G. Simplificar las siguientes expresiones
en &

O @2 )y, () (o) elay )
2 51z ey son elementos de un grupo @, el conjugado de z respecto de Y es

—1 — — i1 =
yxy ", que escribimos z¥, y el conmutador de z e y es zyz 'y ™!, que escribimos
[z, y]- Demostrar que, para elementos cualesqmera a,b,c de G’

(1) [G.b, C] = {b).c}afa‘) CE) (11) 'Eaa bc} = fﬂ., bH”‘? C]h'
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3 Sea t,4 la fucidn del conjunto de los mbmeres reales B en s{ mismo définida
por ' ’ ’
tep(z) = ax + b,

donde a ¥ b son nimeros reales y a # 0. Demostrar gue ¢l conjunto de todas las
funciones de este tipo forman un grupo con la composicién de funciones.

4 Demostrar que el grupo definido en el ejercicio anterior contiene infinitos
elementos de orden 2.

5 Demostrar que si H es un subgrupo de indice 2 en un grupo &, entonces la
clase lateral por la izquierda ¢gH es igual a la clase por la derecha Hg para todo g
de G.

6 Se define una operacién binaria # en el conjunto R de los némeros reales
mediante & *y = zy + z + vy, donde el término de la derecha consiste en las
operaciones usuales entre nimeros reales. Demostrar que R cumple tres de los
axiomas de grupo respecto de *, pero gue no todo elemento tiene un inverso.

7 Sean oy J las funciones definidas {en un subconjunto apropiado de los ntimeros
reales) por

afz) = 1/, ﬁ(w)zl/(lffﬂ)-

Sea K el grupo cbtenido mediante Ia composicién de o y ,ﬁ v sus potencw,s de
todas las formas posibles. Demostrar que K es isomorfo al grupo del tr1angu10 Ga
definido en el apartado 13.2. -

8 Sea J, el conjunto de los ndmeros complejos z tales gue 2™ = 1, donde m es
un entero positivo, Demostrar que J,, es un grupo ciclico de orden m con respecto
al producto de niimeros complejos.

9 Demostrar que el conjunic de las matrices

a b
( d) {a,b,c,d e R},

c

tales que ad # be es un grupo respecto del praducto de matrices.

10 Sean K y [ subgrupos finitcs de un grupo G y sea
KL={geGlg=klparaalginke KyleL}.

Demostrar que [K||L| = [KL||K L.

11 Demostrar que el subconjunto KL definido en el ejerc_‘iciq_anterior es un
subgrupo de @ si, y sdlo si, KL = LK. ' ’

12 Demostrar gue todo grupo de orden 6 es isomorfo a Cg ¢ & Ss.
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13 Sean H.y K subgrupos finitos de un grupo 7 tales que med{|H}, K]} = 1.
Demostrar que |[HN K| =1.

14 Sea X-el conjunfo de pares ordenados (1, f), donde n es un nilmero entero y
[ uno racional {una fraccidn). Se define una operacién binaria o en X mediante 1a
regla

(ny, fr)} o (na, f2) = (m + 12,27 1 + fa).

Demostrar que X es un grupo respecto. a la operacidn o. ;Cudlas de los siguientes
son subgrupos de X7

(i) El subconjunto de los elementos de la forma {n,0);
{ii) El subconjunto de los elementos de la forma (0, f).

15 Sea M el grupo obtenido mediante la construccidn del ejercicio 3 al sustituir
el conjunto R por Zs, los enteros médulo 5. Demostrar que
(1) |M]=20; :
(i) M contiene subgrupos de cada mne de los érdenes permitidos por el teorema,
de Lagrange. :
Dar un esquema del reticulo de subgrupos de este grupe {puede ser til considerar
los elementos de M como permutaciones de Zy = {0,1,2,3,4}).

16 Escribir la particién de Ay {gjemplo del apartado 13.8) formada por las clases
laterales por la izquierds del subgrupe ciclico generade por (123) ¥ comprobar
que la particién formada por las clases por la derecha del mismo subgrupo es una
particion distinta.

17 Demostrar que S5 no tiene ningiin subgrupo de orden 15.

18 Sea p un ndmero primo. Se define el grupo GL2(Z,} como el grupo de las
matrices 2 x 2 a coeficientes en 4, que tienen inversa respecto del producto.
Demmostrar que

(i) GLa{Z2) es isomorfo al grupo simétrico Sy.
(i) El orden de GILo{Z,) es p(p* —1).
(iii} El centro de GLy(7,) consiste en las matrices of, donde [ es la matriz
identidad y a # 0 en Zi,.

19 Sea F el conjunto de ias funciones f : Z — Z y sea V &l conjunto de los pares
ordenados {n, f} con n de Z y f de F. Definimos una cperacién binaria  en V
mediante la regla

(r1, f1) * (na, fa) = {m +na. f3),

donde fs{m) = fi(m —n1) + fo{m). Demostrar gue V es un grupo respecto de la
operacién .

20 Sean V' y F como en el ejercicio anterior y sea ¥ el subconjunto de F formado
por las funciones f tales que f{n) = n salvo para un nimero finito de enteros n.
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Demostrar que el subconjunto de los elementos de Iz forma (0, f} con f de B es
un subgrupo de V.

21 . Demostrar que existen cinco grupos distintos (es decir, mutuamente no
isomorfos) de orden ocho. .

22 Sea z un elemento de orden m de un grupo finito G. Demostrar que €l orden
de z* en ( es m/d, donds d = med(m, £).

23 Bea G un grupo finito y' H un subgrupo de indice k en . Demostrar que
existe un conjunto {g:, g2, .., gy} de elementos de & que es, al mismo tiempo, un
sistema de representantes de las clases laterales por In inquierda y por la derecha
de Il en G. En otras palabras,

G=gHU - UgH=Hgi - -UHg,.

[[ndicacién: ejercicio 10.7.15.]
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i4 Grupos de permutaciones

14.1 Definiciones y ejemplos

Al empezar nuestro estudio de las permutaciones, sefialamos que la

regla de composicién del grupo simétrico S, posee cuatro propiedades

fundamentales. En el capitulo anterior, estas propiedades sirvieron para
definir los axiomas de un grupo. Volvemos ahora al estudio de las permu-
taciones, utilizando para ello la terminologia de la teoria de grupos como
gufa en nuestras investigaciones.

Ses G un conjunto de permutaciones de un grupo finito. Si.F es un
grupo (respecto de la regla para combinar permutaciones) diremos que 7
es un grupo de permutaciones de X. A menudo se dice que G actia
sobre X, pero hay que indicar que este tiltimo término cubre también una
situacién més general (apartado 14.5).

Si tomamos X = {1,2,...,n}, enlonces un grupo de permutaciones de
X no es mds que un subgrupo de S,. Por ejemplo, aqui tenemos una lista
de todos los subgrupos de Sy, cada uno de los cuales es también un grupo
de permutaciones de {1,2,3}.

— (), Hy—{id,(12)), Hy={id,(3)},
Hy=1{id,(23)}, - Hs={id,(123),(132)},  Ho= S,

Para comprobar si un subconjunto dado de S, es un subgrupo, ‘es

convenjente utilizar el teorema 13.7, el cual nos dice que (dado que Sy,
es finito) sélo es riecesarioc comprobar la propiedad de clausura.

E_]ercm}os 14 1

1 Cudles de- los siguientes son grupos de permut&cmnes del conjunto
{1,2,3,4,5}, es decir, cudles son subgrupos de Ss.
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(i) {(12345), (124)(35)}. - L

(i) {id, (12345), (13524), (14253), (15432)}.

(i) {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

(iv) {id, (12)(345), (135)(24), (15324), (12)(45), (134)(25), (143)(25)}.

Un subgrupo importante de S, es el compuesto por todas las permuia-
ciones pares, al que se conoce como grupo alternade A,,. Los resultados
del apartado 5.6 nos dicen que la composicién de dos permutaciones pares
es par (asi que A, es efectivamente un subgrupo de S ) y que el orden de
A, es 2n' : Co e .

Muchos ejemplos de grupos de permutamones ocurren comn grupcs de
simetria de objetos geométricos. Por ejemplo, si marcamos las esquinas de
un cuadrado en el sentido horario con 1, 2, 3, 4, entonces cada simetria
del cuadrado induce una permutacién del conjunto {1,2,3,4}, y resultan
las 8 permutaciones de la tabla 14.1.1. ' o

TFabla 14.1.1
Identidad - ' id
Rotacidon de 90° en sentido horario S (1234)
Rotacidn de 180° en sentido horario ’ (13)(24)
Rotacidn de 2707 en sentido horario : (1432)
Reflexidn scbre la diagonal 13 . (24)
Reflexidn sobre la diagonal 24 - (13}
Reflexidn sobre el bisector perpendicualar a 12 (12){34) . .

Reflexidn sobre el bisector perpendicualar a 14 (14){23)

De la interpretacién geométrica se desprende que éstas ocho permuta-
ciones forman un grupo; en concreto, se trata de un subgrupo.de Sy.

Algo parecido ocurre al estudiar grafos en lugar de objetos geométricos.
En este caso las “simetrfas” son las permutaciones de log vértices que
transforman aristas en aristas. Una permutacién de este tfpo se dice que es
un automorfismo del grafo. La permataciéa (15)(24) es un automorfismo
del grafo que se muestra en la figura 14.1, mientras que (12345) no lo es, ya
que la arista {2,4} se transforma en {3, 5}, que no és una-arista. Es claro
que el conjunto de antomorfismosd de 1n grafo forma un grupo, llamado el
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grupo de automorfismes del grafo. .
i s 2

5 4
Fig. 14.1 Un grafo con dos automorfimos.

Lo mds importante sobre los automorfismos es que si v ¥ w son vértices
de mn grafo I' v existe un automoerfismo a tal que o{v) = w, entonces v
v w tienen lag mismas propiedades respecto de F'. Por ejemplo, cualquier

arista que contenga a v se transforma por o en una arista que contiene a

w, de forma que el grado de w es la misma gue la de v (véase fig. 14.2).

a(z) )

)

2 )
oy

Fig. 14.2 Los automorfismos conservan el grado.

Jgualmente, cada ciclo que 'pasa por v se transforma en un ciclo de
la misma longitud a través de w. En algunos casos sencillos, esto puede
utilizarse para determinar completamente el grupo de automorfismos de .

Ejemplo. Encontrar el grupo.de automorfismos del grafo de la figura 14.3.

SoLuctON: Nétese en primer lugar gue los vértices se distribuyen de forma
natural er dos conjuntos: el conjunto {1, 3,5} de grado cuatro y el conjunto
{2,4,6} de grado dos. Por las razones que hemos expuesto antes, ningin
automorfismo puede transformar un elemento del primer conjunto en un
elemento del segundo. Por otra parte, es facil ver gue podemos tomar
cuolquier permutacién de {1,3,5} y extenderla a un automortismo del
grafo. Por ejemplo, si la permutacién (135) es parte de un automorfismo a,
entonces o debe transformar 4 en 2, ya que 2 es el tnico vértice adyacente
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alyad, y4es el Gnico vértice adyacente a 3 v a 5. Igualmente, o debe
transformar 4 en 6 y 6 en 2, de forma que ha de ser a = {135)(246}. Del
mismo modo, cada una de las seis permutaciones de {1,3,5} se extiende
de forma tGnica a un automorfisme del grafo;

6 1

L 3
Fig. 14.3 ;Cudhtos automorfismos?

(13) se extiende a (13)(46),
(15) se extiende a (15}(24},
(35) se extiende a (35)(26).

id  seextiende a id,
(135) se extiende a (135)(246),
(153) se extiende a {153)(264),

Resulta que e grafo tiene exactamente seis automorfismos, y que éstos son
las seis permutaciones extendidas que se muestran mé4s arriba. O

Ejercicios 14.1 (continuacién)

1 Hallar el orden de las siguientes permutaciones, consxderadas como
elementos del grupo simétrico Sg:
(1) (1235)(48)(67};

(i) (12)(35)(48)(67);  (iii) (13672)(458).

2 Segin el teorema 13.8.3, ] orden de un elemento de S5 es un divisor de
53] = 8!._ Tendendo en cuenta la estructura en ciclos de las permutaciones
de Sg, escribir ios érdenes de los elementos de Sy y dar un ejemnplo de un
divisor de 8! que no sea el orden de un elemento de Ss.

3 Dar una lista con todas las simetrias de un pentégono regular,
consideradas como permutacmnes de los vértices 1, 2, 3, 4 y 5 'en orden
ciclico.
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4 Hallar el grupo de automorfismos del grafo dado por la siguiente matriz,
de adyacencia (un dibujo puede ser til).

AN
[ W I [\3-
o N I S CIQN
o0 1 =] e
oo-qw.cn:
00 ] W
o s | =
oy O OO‘

14.2 Orbitas y estabilizadores

Ses (¥ un grupo de permutaciones de un conjunto X. Demostraremos que
la estructura de grupo de G' ploper(:lona una particidén de X de forma
natural,

‘Definimos 1a relacién ~ en X mediante la régla

%~y < g{x) =y paraalgin g € G.

Comprobaremos que ~ ¢ una relacidn de equivalencia.

{Reflexividad) Como id pertenece a cualquier grupo e id(x) = = para todo
z de X, tenemos gue T ~ .

" (Simetria) Supongamos que % o v, de forma que g(z) = y para algln g de

. Como & es un grupg, g~ pertenece a G, y como g~ "(y) = z, tenemos
que y ~ .

(Transitividad) Siz ~ y e y ~ z, teremos que y = g{z) ¥ z = h(y) para
ciertos g v h de G. Al ser G un grupo, gh es de G, y h(g(z}) = z implica
que T ~ z,

Las clases de equivalencia forman una particién de X, enia que x e y
estdn en Ia misma parte si, y sdlo si, existe una permutacién de G que
transforma z en y, Estas partes (clases de equivalencia) son las érbitas

“de @ en X. La érbita de z contiene todos los elementos de X que son de
Ja forma. g(z) para algun g de G y se acostumbra a denotar por Gz. En

concreto, - ;
Gr={y & X}y = g(a:) para alg;un g de- G}
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Intuitivamente, la &rbita Gz .contiene todos. los objetos que son
indistingnibles de = bajo la accidn de . Por ejemplo; si G es el grupo
de automorfismos del grafo de la figura 14.3, el conjunto de vértices queda
dividido en dos érbitas {1,3,5} v {2,4,6}; tenemos que

Gl=G3=0G5=1{1,3,5}, G2=G4=06=1{24,6)}.

Ejercicios 14.2

1 Hallar todos los automorflsmos del grafo que muestra la figura 14.1
(s6lo hay 2). Demostrar que el grupo de automorfismos induce una
particién del conjunto de vértices en tres drbitas.

2 Sea G el grupo de automorfismos del. drbol de la figura 14.4a.
Determinar las érbitas de la accién de G sobre el conjunto de vértices
X. '

. ®)

_Fig. 14.4 Hallar las érbitas.

3 . Repetir el gjercicio 2 para el drbol de la figura 14.4b,

Se plantean dos problemas evidentes respecto de las drbitas: cérno hallar
el tamafio de cada drbita v cémo hallar el niimero de 6rbitas. La solucidn
a estos problemas introduce una combinacién de ideas de teoria de grupos
por una parte, vy por otra algunas técnicas enumerativas elementales.
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Si G es un grupo de permutaciones de un conjunto-X, denotaremos por

G(z — y) el conjunto de los elementos de G que transforman z en y; es

decir, :
Gz —y) = {9 € Glg(z) =y}

En particular, si z = y, G(z — z) consta de las permutaciones y de G que
dejan fijo z; es decir, las permutaciones tales que y{z) = z. El conjunto
G{x — ) se conoce como el estabilizador de z y se dencta por Gq.
Notemos que si 7: v -2 son de Gy, entonces

ny2{z) =mnlx) ==,

con lo que yyy2 también pertenece a G. Vemos que Gy es de hecho un
subgrupo de .

Teorema 14.2. Sea (G un grupo de permutaciones de X y supongamos
que h pertenece a G(z — y). Entonces

Gz — y) = hGy,
la clase latersl por la izquierda de G con respecto a h.

DEMOSTRACION: Si o es de la clase lateral h(d,, entonces o = R para
algtin J de G,. Asi pues,

de manera queé o perfenece a G{z — y). Reciprocamente, si v es de Gz -

i) = b ) =

v k™l es del estabilizador . Esto demuestra que pertenece a hG. ¥y
que los dos conjuntos son el mismo. . ‘ _ _ a

El teorema 14.2 nos permite hallar el tamafio del conjunto Gz — y).
Recordemos que una clase lateral de un subgrupo tiene el mismo tamafio
que el propio subgrupo, asi que |hG,| = |Gy|. Si tenemos un elemento A
de G que transforma @ en y {(en otras palabras, si y estd en la érbita Gz)
tenermnos la ecuacidén

Gz —y) = 1G] (y € Ca).
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Esto se 'cumple para cualquier ¥ de Gz. Por otra parte, si ¢ no estd en
la drbita Gz entonces, por definicidén, no hay ninguna permutacién que
transforme x en ¥, de forma que

Gz —y)=0 (y¢Gx).

Ejercicios 14.2 (continuacion)

4 Comprobar que en ¢l gjemplo del apartado 14.1
DGR —6)[=Ga], (1) |GB — 1] =]Gs].

5 Sea G un grupo de permutaciones de un conjunto X y sea k un elemento
de Gz — y). Demostrar que G(z — y) es igual a la clase por la derecha
Gyk v deducir que si « y v son dos elementos de la misma orbita de G,
entonces |Gy = |Gy

f Sea X = Zs v G el grupo ciclico de permutaciones de X generado
por la permutacién 7 definida mediante w{z) = 2z. Dar una lista de los
elementos de G en la notacién de ciclos y determinar las érbitas de 4

en X.

14.3 FEl tamano de una érbita

En este apartado estableceremos una relacién fundamental entre el tamafio
de una orbita Gz v el del estabilizador ;. Necesitaremos los resultados
del apartado anterior, ademés de las técnicas enumerativas para contar
conjuntos de pares desarrolladas en el apartado 3.2. '

Sea (¢ un grupo de permutacionss de un conjunto X y sea @ un elemento
cualguiera de X. Bl conjunto 5 de pares {(g,y) tales que g{z) = y puede
describirse mediante una tabla como en el apartado 3.2.

g ) \/ significa que Tg{S)
(,y) estd en S

ey {(\5)
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Tios des métodos para contar S, el de los totales por filas ry(S) y el de los
iotales por columnas ¢, (S) forman la base de la demostracién de nuestro
teorema principal.

Teorema 14.3. Sea G un grupo de permutaciones de un conjuﬁto Xy
sea ¢ un elemento de X. Se tiene la ecuacidn

leE X |Gg l IGi

DEMOSTRACION: Sea S el conjunto de los pares que ilusira la tabla

.anterior, es decir,

S = {(g,1)]e(z) = v}

Al ser g una permutacidn, existe exactamente un y tal que g(x) = y para
cada g. En otra palabras, cada total por filas r4(S} es igual a 1.

El total por columnas ¢,{5) es igual al mimero de g tales que g(z) = v,
es decir, |G{z — y)|. Si'y es de la Grbita de x tenemos que

¢y(8) =Gz — y)l = |G-

Por otra parte, si y no es de Gz, entonces ¢, (S} = 0.
Los dos métodos para contar S nos dan la ecuacion

Z Cy(S) Z 'rg(S)
:L,'EX geG

Fmn el término izquierdo hay |G| sumandos iguales a |G| v el resto cero,
mientras que en el derecho hay |G| sumandos igusles a 1. De aqui se
desprende el resultado. O

Por cjemplo, es fécil comprobar el resultado si (@ es el grupo de
las simetrias de un cuadrado, consideradas como permutaciones de los
cuatro vértices (como en el apartado 14.1). Para determinar la érbita del
vértice 1 (pongamos por caso) observemos que G contiene permutaciones
que transforman . . .

lenl: id Ten 2: (1234)
len3: (13)(24), 1end4: (1432).
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Por lo tanto, la drbita G1 es todo el conjunto y |G} = 4. El estabilizador
de 1 es

Gy = {ida (24}}:

y esto nos da _
|G1] »x |Gl =4x2=38

corno era de esperar, va que hay ocho simetrias en total.

También podemos usar este resultado para calewlar el orden de un grupe
de permutaciones, siempre que podamos calcular el tamafio de una drbita
v del correspondiente estabilizador.

Ejemplo. Sea T' un tetraedro regular en el espacio tridimensional (figura
14.5). Hallar el orden del grupo de simetrias rotacionales de T

Fig. 14.5 Un tetraedro regular.

SorLuciON: Sea G el grupo de permutaciones de Ios vértices que
corresponde al grupo -de las simetrias rotacionales v sea z un vértice
cualquiera de T. Dado cualguier otro vértice y existe una arista yz de
Ty dos caras de T' limitadas por yz. Sea c el baricentro de una de ellas y
v ¢l vértice opuesto (figura 14.5). Una rotacién de 120° sobre el eje cv (en
el sentido apropiado} envia z & . La 4rbita Gz contlene, pues, los cuatro
vértices y tenemos que {G'z| = 4.

Las tnicas simetrias que dejan fijo z son las rotaciones-de 0°, 120° y
240° alrededor del eje que pasa por z, de manera que el estabilizador &,
tiene orden 3. Por lo tanto 1

G = |G’z§><§G|V4><3f32 0
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Ejercicios 14.3 .

1 Se numeran los vértices de un tetraedro 7' como I, 2, 3, 4. Escribir las
permutaciones que corresponden a las doce simetrias de T' y comprobar
que el grupo que se obtiene es el grupo alternado A,.

2 Sea X el conjunto de vértices de un cube y G el grupoe de permutaciones
de X correspondiente a las rotaciones del cubo. Demosirar que

(i) G tiene una sola érbita en X;
(i) si z es un. vértice cualquiera, entonces |G| = 3;
(i) |G = 24.

3 Sea V el conjunto de vértices del grafo I de la fgura 14.6 y sea el
grupo de automorfismos de I'. Haltar las érbitas de & en V' y calcular los
drdenes de G4, Gy v G

[ ) [:4
Fig. 14.6 Ilustracidn del ejercicio 14.3.3.

.,

14.4 El nimero de érbitas

Pasamos ahora al problema de contar el ntimero de érbitas de un grupo de
permutaciones ¢ en un conjunto X. Cada drbita es un subconjunto de X
cuyos elementos son indistinguibles bajo la accién de 7, de manera que el
nimero de érbitas nos indica el nimero de clases de objetos indistinguibles
de X. .

Supongamos, por ejemplo, que- hay que fabricar tarjetas de
identificacién sobre cuadrados de pldstico marcados con una cuadricula
3 x 3 en ambas caras y perforadas en dos de los cuadrados {figura 14.7).

Como hay 0 posiciones y dos agujeros, las tarjetas se pueden perforar
de (3) = 36 maneras. Nos referiremos a ellas como a las configuraciones.
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Ahora bien, no todas las configuraciones son indistinguibles, ya que las
tarjetas pueden girarse y se les puede dar la vuelta. Las dos primeras con-
figuraciones gue muestra la ﬁgtira 14.7 son indistinguibles, pero la tercera,
es esencialmente distinia de las otras dos. '

Fig. 14.7 Tarjetas de identificacion.

Es evidente que el grupo que actia en esta situacién es el grupo de lasg
ocho simetrias de un cuadrado, aungue debemos considerar su accién en
el conjunto X de las 36 configuraciones, en lugar de los cuatro vértices de
un cuadrado. El ntmero de 6rbitas de & en X es precisamente el nimero
de tarjetas indistinguibles distintas.

" Podriamos hallar el niimero de drbitas numerande los 36 elementos de
X de alguna forma y escribiendo explicitamente las ocho permutaciones de
las 36 configuraciones. Esto serfa bastante laboriose y, afortunadamente,
hay una manera meior de proceder. Dado un grupo @ de permutaciones
de un conjunto X, para cada g de (@ definimos el conjunto

Flg) = {x ¢ X|g(z) = z}.

Asi pues, F(g) es el conjunte de objetos que quedan fijos por g. Fl siguiente
teorema nos dice que el miimero de 6rbitas es igual al tamafic medic de log
conjuntos F(g). '

Teorema 14.4. Bl nimero de drhitas de G en X es

Té*“a SO 1F(g)l-

geG

DEMOSTRACION: Una. vez més, utilizaremos el método de contar pares.

Sea, , g
E={(g,x)]g(z) ==}
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El Yotal- por filas r;(E) es igual al ntimero de z que quedan fijos por g
es decir, |F(g}|. Por otra parte, el total por columnas c,(E) es igual a.i
niimero de g que dejan fijo z, es decir, iGIE Los dos métodos de contar
dan lugar a la igualdad :

SR =) G

g zeX

Supongainos que hay t érbitas y sea z un cierto elemento de X. El
ejercicio 14.2.5 nos dice que si z pertenece a la 6rbita Gz, entonces |Gy | =
|G.|. Vermos que en el término derecho de la ecuacién anterior hay ‘}G'z|
términos ignales a |@,], wno para cada © de Gz. La contribucién total de
estos términos es, segiin el teorema 14.3,

|Ga| < |G| =G,
Bn otras palabras, la contribucién de los elementos de una &rbita

cualquiera es |G|, Como hay ¢ drbitas en total, el término derecho es igual
a 1)@, lo cual nos lleva a

EGIZ (9)]- o m

gelk oo

o : -
. (s o)

Fig,. 14_.8 Configuraciones invariantes por una rotacién de 180°.

Podemos ahora resolver el problema de las tarjetaé de identificacién. No
tenemos mds que calcular {F(g)| para cada una de las ocho simetrias g.
Por ejemplo, si g es tina rotacién de 180°, hay cuatro configuracioneés fijas
tal como muestra la figura 14.8. De la misma manera, podemos comprobaz2
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que el miimero de configuraciones fijadas por cada una de las ocho simetriasg
es el que indica la tabla 14.4.1. Finalmente, el nimero de érbitas es

1(36+0+4+0+6+6+6-+6)=8
Podemos concluir que de esta forma pueden producirse exactamente ocho

tarjetas distintas.

Tabla 14.4.1

Identidad- : 36
Rotacién de 90° en sentido horario

Rotacién de 180° en sentido herarie

Rotacién de 270° en sentido horario
Reflexién sobre la diagonal 13 .

Reflexidn sobre la diagonal 24

Reflaxidn sobre el bisector perpendicular a 12
Reflexién sobre el bisecter perpendicular a 14

o O O O D2

Desde luego, en este caso particular no serfa dificil ohtener las ocho
configuraciones distintas por tanteo, pero el resultado del teorema 14.4
tiene una aplicacién mucho més amplia y es Util en la solucién de muchos
otros problemas en los que interviene la simetria.

Ejemplo. Se fabrican collares colocando 13 sartas blancas y 3 negras en
un cordel. ;Cudntos collares diferentes pueden fabricarse de esta manera?

(podemos ignorar la posmzon dei nudo.)

SorucidN: Podemos pensar en que las 16 sartas se colocan en los vértices
de un poligono regular de 16 lados. Para espemﬁca.r una conﬁguracmn se
eligen tres vértices gue serdn ocupados por las sartas negras; de forma que
hay ( ) 560 configuraciones en total. Dos configuraciones dan lugar
al mismo collar si una puede obtenerse a partir de la otra mechan’se una,
simetria del poligono: una rotacién o una reflexién {esta dltima supone
darle 1a vuelta al poligono). Hay 32 simetrias en total:

{a) El neutro deja fijas las 560 configuraciones.
(b) Hay 15 rotaciones de dngulos 27n/16 (n = 1,2,...,

15) y ninguna
de ellas tiene configuraciones fijas (jpor qué?).. '
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(c) Hay ocho reflexiones sobre los ejes que unen los puntos medios de
iados opuestos y ninguna de ellas posee configuraciones fijas.

(d) Hay ocho reflexiones sobre los ejes que unen vértices de lados
opuestos. Una de estas reflexiones deja fijas las posiciones de las tres
sartas negras s6io si una de ellas ccupa uno de los vértices del eje
y las otras dos uno de los siete pares de vértices simétricos respecto
del eje. Hay, pues, 2 x 7 = 14 configuraciones fijas para. cada una de
ellas,

El ntimero de collares distintos resulta ser

4 (560 + 8- 14) = 21, 0

Ejercicios 14.4

1 Demostrar que con cinco sartas blancas y tres negras pueden
construirse exactamente cinco collares distintos. Hacer un esquema de
ellos.

2 8e fabrican tarjetas de identificacién cuadradas con dos agujeros sobre
wza cuadricula 4 x 4. ;Cudntas tarjetas distintas pueden fabricarse?

3 Sea V el conjunto de vértices del érbol binario que muestra la figura
14.9 v sea G el grupo de automorfismos del arbol. Hscribir los elementos
de & (comb permutaciones de V)'y comprobar que s¢ curnple el teorema
14.4 en este caso.

4 Sea X el conjunto de “srboles coloreados” que resulta de asignar a cada
vértice del drbol de 14 figura 14.9 uno de los colores rojo o azul. ;Cuantos
drboles coloreados distintos se obtienen?

Fig. 14.9 Tlusiracidén de'los ejercicios 14.4.3 y 14.4.4.
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5 Sea G un grupo de permutaciones de X y sea I(z) una expresién
constante sobre cada drbita de &, es decir, '

I(g(m)) =I(z) para i‘;odps ged,ze X

Sea DD un conjuntc de represepianies de las drbitas ¥ sea B =
{(g,7) | g(z) = =} como en la demostracién del teorema 14.4. Evaluando

Z I(x)

{g,x)cE

la suma

de dos maneras distintas, demostrar que

IROEFDIDIRIC]

zeD gEG s F(g)

(Esta es una versién “ponderada” del teorema 14.4, teorerna que se obtiene
tomando I(z} = 1 para todo z € X. Se utilizara en el capitulo 20.)

14.5 Representacion de grupes mediante permutaciones.

Sea (7 un grupo, ne necesanamente un grupo de permutaciones, y X un
conjunto. Una representacién de G mediante permutacmnes de X asigna
& cada elemento g de G una permutacidn § de X de manera compahbie
con las operaciones. En otras palabras, '

gigz = G1a para todo g; y ga-de G.

La condicién de compatibilidad signiﬁ'ca que el conjunto de todas la per-
mutbacionss § es un grupo GG de permutaciones de X. Sin embargo, es
importante sefialar que G y & no son necesariamente grupos isomorfos,
ya que no hemos impuesto que elementos distintos sean representados por
permutaciones distintas. Si, en efecto, se cumple la propiedad de que

1= da = g1 = g2 (91,92 € G},
entonces decimos que la representacion es fiel, en otro caso, decimos que
no es fiel. En ¢l caso fiel, la funcién que envia g a § es una biyeccién y la
condicién de compatibilidad implica que es un isomorfisme de G en G.
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Ejemplo. Sea G- el grupo de simetrias del cuadrado. Demostrar que

la. representacién en la que cada simetria estd representada por la

permutacidn cerrespondlente de los vertlces del cuadrado es fiel, mientras
que aquella en que cada simetria estd representada por la permutacién
correspondiente de las diagonales (consideradas como rectas sin direccién)
no lo es.

Sorucion: Numeramos los vértices 1, 2, 3y 4 en orden ciclico y denotamos
los elementos de G por ¢ (la simetrfa trivial), pi,p2,p3 (rotaciones
de 90°,1807,270°), p1, e (reflexiones sobre las diagonales) y us, s
(reflexiones scbre las bisectrices perpendiculares de los lados). Tias per-
mutaciones de los vértices correspondientes a las simetrias son, como en
el apartado 14.1:

I=id, p1=(1234), p=(13)(24), ps = (1432),
fn=1(24), f2=(13), fA3=(12){34), fa = (14)(23).

Como las permutaciones son todas distintas, tenemos una representaciéon
fiel (de hecho, en algunos de los ejemplos anteriores, se trataba de una
suposicién técita).

Sean a y b las diagonales 13 v 24 respectivamente. Las permutaczones
de {a,b} que corresponden a las simetrias son: :

i=id, pr=(ab), =id, fs=(ab)
fut 'Zrida ‘J'J'Z 1d .‘1'3*“(0’8}): ',&4:((15),

con lo que en este caso la representacién no es fiel. : i1

Siempre que tengamos una representacién de < mediante permuta-
ciones de X diremos que G actiia sobre X. Esta terminologia ya ha
sido utilizada para representaciones fieles, pero también se aphca si la
representacion no es fiel

La técrica de representar un grupo mediante permutaciones es {itil
porque es . més ficil calecular con permutaciones. que con elementos de
un grupo abstracto. Naturalmente, la téenica adquiere el maximo interés
cuando ia representacién.es ficl. El siguiente teorema muestra que todo
grupo finito admite una representacidn fiel.
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Teorema 14.5. Sea ¢ un grupo finitc y X el conjunto de los elementos de
& {es decir, X es lo mismo que G, pero sin tener en cuenta ld estructura
de grupo). Definimos para ¢ de G una permutacion § de X como

glhy=gh (heX),

donde el simbolo gh no es mds que el producto de g y h en. G. Esta
construccién define una represeniacin fiel de G por permutaciones de X.

DEMOSTRACION: Dados g1 v g2 de G v h de X, tenemos que
G162(h) = (g1g2)b = g1{g2h) = G{G2(R)),
de donde @153 = 14z ¥ se trata, en efecto, de una repréesentacion. Ademds,

G = = g(h) = g:(h) (hEX) ‘

> mh=mnh
= g1 = ga.
Asi pues, la representacién es fiel. ' R

Resulta del teorema que todo grupoe finito es isomorfo a un grupo de
permutaciones, sunque en general el nimero de objetos permutados, al
ser igual al orden del grupo, es excesivamente grande. En la practica
intentaremos hallar representaciones fieles sobre un conjunto relativamente
pequefio, con la intencién de que los calculos sean factibles. En el ejercicio
14.5.4 damos un. ejemplo.

Fjercicios 14.5

1 Sea G = {g1,92,95, 94. 95, 96, g7, gz} €l grupo gue tiene por tabla la
14.5.1. Fscribir las permutaciones 7 (1 < ¢ < 8) come en el teorema
14.5 y determinar asi el orden: de cada elemento de G (para escribir las
permutaciones, es conveniente usar el mdlce 4 en lugar de gz por ejemple,
do = {12343(5678}). ' o ‘ C
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Tabla 14.5.1

g1 G g3 G4 s Js g7 gs

& 451 g2 ga E g5 Gs g7 gs
gz G2 g3 g4 & J6 g7 s s
g3 Gs Ga n G2 g7 gs gs s
94 G O 2 g3 08 g5 G5 gr
s g gs g7 gs g3 - & 45 g4
7] 9s s gs g7 G4 3. 42 41
a7 gr Ts s Js g1 223 B &
gs Gs G7 s gs $2  H a4 ga

2 Bea G el grupo de simetrias de un hexdgono regelar. Decir, en cada uno
de los casos siguientes, si la representacién de & mediante permuta(:lones
del conpmto X dado es fiel.

(i) X = vértices;

(ii) X =lados (considerados como pares no ordenados de vértices;
(ili}) - X = diagonales; _
{iv) X = bisectrices perpendiculares de los lados.

3 Demostrar que si tenemos una representacién no fiel de ur grupo @,
existe un elemento g % 1 de @ tal que § = id.

4 Sea (7 el grupo de simetrias de un cubo (ejercicio 14.3.2) v sea D
el conjunto de las ciatro diagonales espaciales del cubo (una diagonal
espacial une vértices opuestos y pasa por el centro del cubo). Examinando
los distintos tipos de simetrias, demostrar que la representacién que asigna

a cada rotacién la correspondiente permutac;on de D es fiel. Deducir que
G 5y,

14.6 Aplicaciones a la teoria de grupos _

En este apartado estudiaremos una representacién no fiel de un Erupoc
finito mediante permutaciones de s mismo vy obtendremos algunos
resultados importantes de lateorfa de grupos. Empezaremos por demostrar
que la relacidn entre el tamafio de una érbita v el del estabilizador
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que obtuvimos en el teorema 14.3 tamblen se cumple si G posee una
representacion no fiel en X

Dada una representacién de ¢ mediante permutaciones de X (fiel o
no)}, podemos defirir Ja érbita Gz como el conjunto

Gz = {y € X |y = g(z) para algiin g de G}.

Es evidente que esto es lo misme que Gz. Por otra parte, se define ef
estabilizador G, como el subgrupo

Gx={g€G|§(:r):a:},

que no es lo mismo que G, ya que varios elemenios ¢ pueden inducir
la misma permutacidn §. Sin embargo, si repetimos la demostracién del
teorema 14.3 con el conjunto {(g,y)|§{z) = y}, obtendremos la relacién
esperada entre |Gz, |G| y |G, es decir, : '

(Gl % G| = |,

Sea A un grupo finito y definamos para cada elemento a de A una
permutacién 4 de A como

a(z) = aza~" (z € A).

1

El elemento aza™ " se conoce como el conjugado de z por a. Esta

asignacién satisface la condicién de compatibilidad, ya que .

Grag(z) = (o az)z{ayaz) )

ay(apzas Haj?

&1&2($),

¥ tenemos una representacion de A mediante permutaciones de sf mismo.
Sin embargo, Ia representacin no es necesariamente ﬁel debido a que si
a conmuta con T tenemos que

i(z) = aza™! = za0 * = .

Fn el apartado 13.7 definimos el centro Z{A4) como el conjunte formado
por los elementos de 4 que conmutan.con cualquier otro elemento. Se

5
]
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desprende de la ecuacién anterior que si a pertenece a Z(A), entonces
& = id-y, por lo tsanto, si el centro contiene elementos distintos del neutro
la representacién es infiel. En particular, si A es un grupo conmutativo,
Z(A} = Ay la representacién es la representacién trivial en la que cada
elemento de A se transforma en la identidad.

En el caso general, €l estabilizador de z en esta representacién es o]
subgrupe formado por los elementos a tales que d(z) = z, es decir,
axa~! = z 0, equivalentemente, gz = za. En otras palabras, es el subgrupo
Cl(z) formado por los elementos que conmut'an COn Z ¥y (ue normalmente
se conoce como el centralizador de z. La érbita de z es el conjunto de
todos los conjugados de «; la versién ampliada del teorema 14.3 nos da la
ecuacion

IC(z}] x (mimero de conjugados de z) = | Al

Esto irilplica en particular que el tamafio de una clase de conjugacién es
un divisor de |A]. 5i A es el grupo simétrico S, recordemos que (tecrema,
5.5) la clase de conjugacién de = consiste en las permuta(:lones que tienen
el mismo tipo que z. Si 2 tiene o ciclos de longitud i, el ndmero total de
permutaciones de este tipo es

7!

11202 - plng gl - gl

Como |S,] = n! podernos deducir que ! niimere de permutaciones de S,
que conmutan con x es \

C(2)] = 1797 . .non gLyl g,

En un grﬁp’o finito A, las 6rbitas de la representacién definida por
a(z) = aza™ corresponden a las clases de conjugacién y forman una
particidn de A. De este hecho puede deducirse una férmula Gtil en ia, que
interviene el centro de A. Como cada elemento de (A); incluido el neutro,
es conjugado dnicamente de s mismo, hay |[Z(A4)| clases de conjugacién
de. tamafio 1. Supongamos d_ue las demds clases tienen tamafios nj, ng,

, Tie donde como hernos indicado antes, cada 7 €8 un chwsor de |Al.
EI mimero total de elementos de 4 serd

A= 2]+ 13 4

i
i
i
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Esta ecuacion se conoce como la ecuacidn de clases de A. El hecho de
que cada término n; sea wn divisor de | A tiene una consecuencia notable
si el orden de A es un niunero primo.

Teorema 14.6. 5i A es un grupo de orden p”, donde p es un primo ¥
r > 1, el centro Z(A) contiene algiin elemento distinto del neutro.

DEMOSTRACION: En la ecuacién de clases de A tenemos que ]Al =p"y
cada n; es un divisor de . Como n; # 1 ha de ser n; = P para algln
e; 22 1. Tenemos que p es un divisor de |4] y'de cada n;, con lo que también
lo es de EZ(A)] en consecuencia, |Z(A)| > 1. - ' O

El teorema 14.6 nos muestra cédmo argumentos entunerativos sencillog’

pueden tener profundas consecuencias. Partimos de un grupo abstracto
con un cierto ntmero de elementos ¥ concluimos que uno de ellos que no
es el neutro conmuta cor todos los demés. Estos resultados mesperadcs
quizd exphquen por que tantos matematlcos se Slenten fascmados por la
teorfa abstracta de grupos.

Ejercicios 14.6
1 ;Cuéntas permutaciones de Sg conmutan con (135){24)(67)(8)7

2 Sea w una permutacidn de S, con un tinico ciclo de longitud n.
Demostrar que el centralizador C(r) es el subgrupo ciclico de .5' generado
por m. ;

3 Segun el teorema 14.6, todo grupo de orden 8(= 2?) tiene un centro
no trivial. Comprobar este resultado para el g'rilpo del cuadrado haliando
un elemento distinto del neutro que conmute con cualguier otro; ha.cer lo
mismo para el grupo discutido en el ejercicio 14, 5. 1

4 Hallar las clases ée conjugacién del grupo dado en el ejercicio 14 5.1 v
comprobar la ecuacién de clases en este caso. : i

5 Demostrar que el orden del centralizador de 7 = {123} (45) en 57 es 12.
Demostrar que es isomorfo a Cg x Cy, donde (5 estd generado por 7y Ch
por una permutacién o que habré que hallar
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14.7 Ejercicios diversos

1 Sea G un subgrupo de S,. Demostrar que; o bien todas las permutaciones de
G son pares, o bien la mitad exactamente de ellas son pares.

2 Demostrar que A, es el dnico subgrupo de indice 2 de S,.

3  Sea w una permutacion cuyos cicles son de longitud ny,ng, ..., n,. Demostrar
que el arden de 7 ¢s el mmlmo comun multiplo de los n;.

4  Construir subgrupos de S5 de ordenes 1,2,3,4,5,86, 8,10, 12, 20 24, 60 y
120.

5 Bstudiar la posibilidad de que existan subgrupos de 55 cuyos érdenes no sean
de la lista del ejercicio anterior.

6 Sea (7 el grupo de a,utomorﬁsrﬁos del grafo K33 {definido en el ejercicic 10.1.2)
y sea v un vértice cualquiera. Caleular |G,] ¥ 1G]

7 Demostrar que el grupo de avtomorfismos del grafo de Petersen tiene orden 120.

8 Se asigna uno de los colores rojo, blance o azul a cada uno de los vértices de
un tetraedro regular: hallar el niimero de tetraedros indistinguibles.

9 Demdstrar que pueden construirse 57 cubos distintos si pintamos cada una de
las caras del cubo roja, blanca o azul.

10 Sea Y el conjunto de las particiones de un 8-conjunto en dos partes de tamafio
4, Supongarmos que Ag actita sobre ¥ tal ¢omo corresponde a su accién sobre el

8-conjunto. Demostrar que esta accidn sélo tiens una érbita y calcular el orden de -

un estabilizador.

11 Sea ¢ un grupo de permutaciones de un conjunto X gue sea abeliano y tenga

una tnica érbita en X. Demostrar que |G| = 1X|.
\

12  Demostrar que el nimero de tarjetas de identidad sobre una reticula cuadrada
n % n con dos agujeros {como en el apartado 14.4} es

{nt + 6n% —dn) si n es par,

iﬁ( 4—}—8n —8n—1) sin esimpar.

13 Sefabrican tarjetas de identidad en forma de tridngulo equildtero con n lineas
equidistantes paralelas a cada uno de los lados {en ambas caras de la tarjeta) v un
agujero perforado en alguno de los pequefios tridngulos que resulfan. Si n es un
nimero impar de la forma 6m + 1 o 6m + 3, demostrar que el nimero de tarjetas
que pueden construirse es 3 (n+ 2)(n + 3). ;Cudl es e resultado si n = 6m + 57

14 ;Cudntos collares pueden hacerse con siete cuentas negras y tres blancas?
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15 Se divide un disco circular en ccho sectores iguales, cinco de los, cuales.ge
pintan de azul y tres de rojo. jDe cudntas maneras puede pintarse?

16 Sea p un nimero prime y definamos 1%, como el conjunto de las permutaciones
de 7, dadas por funciones de la forma
Hz)=az+b (z€z),

con o y bson de Z, y a # 0. Demostrar que Ty es un grapo de orden plp —1).
Demostrar también que, dados dos pares ordenados (&1, 1) ¥ {z2,12) de elementos
distintos de Z,, existe una iinica permutacién ¢ de T}, tal que £(z;) = 23 y £(11) =
Ya-

17 Sea X un conjunto de trasposiciones de S, y definamos un grafo T'(X) como

sigue. Los vértices son log enteros 1,2,...,n y 7k es una arista si existe una

transposicion de X que intercambia j v k. Demostrar que T(X) es conexo si,
y s6lo si, todo elemento de S, puede expresarse como producto de trasposiciones
de X.

18 Una inversidn en una permutacién « de IN,, es im par (,7) tal quedi < jy
w{i) > w(j). Demostrar que si g{r) es el ndmero total de inversiones de o, entonces
sgn(r) = (1)) '

En los tres efercicios siguientes consideraremos un grupo G de rotaciones en el

espacio tridimensional de forma gue el eje de cada rotacidén pase por el origen.

19 Sea S una esfera con centro er el origen y supongamos gue p 'es de @G Fl eje
de p corta a § en dos puntos llamados los polos de p, Demostrar que =i © es un

polo de p e y = §(x) para algin 9 de @, entonces ¥ es un polo de Bp6~1. Dedacir -

gue ( actia en e} conjunto P de los polos.

20 Se dice que un polo tiene orden m si es &l polo de una rotacién de orden m.,
Demostrar que si 2 tiene orden m,, entonces el tamafio de la érbita de z es |G| /m,.

Deducir que
. Gl .
AH|G] -1 = L—- 2 —
(161-1) =3 =m. - 1),
donde la suma se toma sobre las 6rbitas de (& en P.

21 Demostrar que la férmula obtenida en el ejercicio anterior puede reescribirse

COImo ;
. 1
21-=) = (1- —).
el Z My
Deducir que el nimero de 6rbitas es dos o bien tres, y que las distintas poéibi_ﬁdades
vienen dadas por la tabla siguiente.

|G} : n on 12 24 60
Ordenes de los polos: n,m 2,2,m  2,3,3 2,34 23,5

P —




15 Anillos, cuerpos:y polinomios.

15.1 Anillos ‘ )

Aunque el concepto de grupo es muy U], un grupo es un ohjeto
algebraico bastante restringido, ya que sélo posee una operacién. Estamos
acostumbrados a tratar con estructuras en las que hay dos operaciones
bésicas, como la.suma 'y el producto en Z. ‘

El cbjeto méds basico de este tipo es un anillo, cuyos axiomas son
bastante parecidos a los axiomas aritméticos T1-I6 de los enteros, pero
ligeramente m4s débiles {y mds generales, por supuesto). Presentaremos
los axdomas de una manera compacta, utilizando el concepto de grupo para,
unir varios akiomas en uno solo.- :

Deﬁmcmn Un anlllo es un COHJUIItO R en el que hay deﬁmdas dos
operacmnes bmanas + Y X, que cumplen los siguientes amomas

R1 Res un'grupo conmutativo con la operacién 4.

R2 T» operacién  x t1ene las propledades de c,]a,usura dsociativa y
elemento neutro. ‘

R3 (La propiedad dlstribﬂtiv'a.) Para todos a, by ¢ de R,

ax(b+c)=(axb)+{axc)
(a+b)><c:(axc)+(b>’.<c).

Por lo general, suprimiremos el simbolo x y escribiremos ab en luga,r de
a X b.

Repasemos las consecuencias de la definicién con detalle. Segin R1, la
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operacion -+ tiene las propiedades siguientes:

{a+b)+ec=a+0+c),
a+0=0+a=a,

e+ (—a)=(~a)+a=0,
at+tb=>b+aqa,

donde la existencia del neutro 0 y del inverso aditivo —a es parte de la
definicién. Igualmente, la operacidn x cumple

(ab)e = albc),

al = la=aq,

donde también se supone la existencia del elemento 1. Sin embargoe, hemos
de insistir en que no supondremos la existencia de un inverso multiplicativo
a~* para cada elemento a. No supondremos tampoco que la operacién x
es conmutativa. Finalmente, el axioma R.3 nos proporciona la regla para
tratar con los “paréntesis”, tan habituales en el dlgebra elemental.

El prototipo de anillo es, evidentemente, el conjunto 7 de los enteros:
con la suma y el producto corrientes. Los enteros poseen dos propiedades.
adicionales no incluidas en la definicién general de anillo: la multiplicacién
es conmutativa (axioma I2, parte (1)) y el hecho de poder simplificar. un
entero no nulo a ambos lados de una ecuacién {axioma IT7).

Otro ejemplo conocido de anillo es el conjunto Z,,, de los enteros médulo
m con lag operaciones definidas en el apartado 6. 2. £l produc‘ao en Z, es
conmutativo, pero la simplificacién no siempre es posible, por ejemplo en
75, donde tenemos que 3 x 1 = 3 x 5, pero no podemos deducir que 1 = 5.

Como ejemplo de anillo en el que no se cumple la propiedad conmmutativa
podernos tomar el conjunto de las matrices 2x 2 a coeficientes enteros y las

operaciones usuales de suma y producto de matrices. Es facil comprobar
que se cumplen los axiomas Rl R2 y R3, pero el producto no es
conmutativo. Por ejemplo, si

2 1 1 0
a=(5 1) 2= 2),
enfonces | 4 ' l2 ‘1'
2
AB—(Q 2): BA—(4 4)
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Ejercicios 15.1

1 Si R es un anillo, entonces el conjunto My{R} de las matrices 2 x 9
sobre R es también un anillo (no es necesario comprobarlo).

(i) ;Cuél es el neutro aditivo de My(R)?

(i) $Cual es el inverso aditivo —A de una matriz A en My(R)?.
(iil} ;Cudl es el neutro multiplicativo de Mo (R)?
(iv) ;Cuél s el cardinal de My(Z,)7 . .

(v) Demostrar que la multiplicacién en My{Zs2) no es conzmitativa.
(vi} §Qué elementos de Ma(Z2)} tienen inverso multiplicativo?

% Utilizar el axioma I7 de Z para demostrar que, si z e y son enteros
tales que zy = 0, entonces z = 0 o y = 0. Hallar ejemplos que demuestren
que 1o ocurre lo mismo en Zg o en My{Z).

3 Demostrar que si z e y son de un anillo R, entonces (~z)y = —zy v
(—z)(~y) = zy {explicar qué propiedad de R se utiliza en cada paso de la
demostracién).

15.2 Elementos inversibles de un anillo

Se dice que un elemento « de un anillo R es inversible si z posee un
inverso multiplicativo, es decir, si existe un elemento u de R tal que

'.!\Ar.m:muzl.

Un argumento sencillo (ejercicio 15.2.2) demuestra que si z es inversible,
el elemento u es dnico, de manera que podemos utilizar el simbolo z~1
para denotar w sin ambigitedades. El elemento z7* es el inverso de =z;
denotamos por U(R) el conjunto de los elementos inversibles de R.

Los tinicos inversibles de Z son 1y —1, y cada uno es su propio inverso.
En el apartado 6.3 se estudiaron los inversibles de %, seglin los resuitados
alla obtenidos, tenemos por ejemplo que U(Zs) = {1,3,5,7}.

Teorema 15.2. Fl conjunto U{R) de los elementos inversibles de un am}i’o
R es im grupo con respecto al producio.

DEMOSTRACION: Si z e y son inversibles, entonces

)y s Y = s () = 1,
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de manera que y~lz~! es el inverso de zy. Ast pues, U(R) es cerrado
respecto del producto de R. El producto es asociativo y 1 pertenece a
o( R) por ser su propio 1nverso Finalmente, si « es de U(R), su inverso
#~! es inversible (su inverso es z) y también pertenece a U(R). O

Vimos en el apartado 6.3 que el elemento r era inversible en Z,, si, y
solo si, med{r,m} = 1, de donde se desprende que U(Z,.) es un grupo
de orden ¢(m). Por ejemplo, U(Zg) = {1,3,5,7} es un grupo de orden
#(8) = 4; su tabla de grupo es 1a 15.2.1.

Tabla 15.2.1
1 3 5 7
1 1 3 5 7
3 3.1 7 5
5 5 7 1 3
7 T 5 3 1

En este caso, se trata del grupo Oy x (4 de orden 4 no CIChCU Por otra
parte,
U(ZT) = {17 2: 3: 47 53 5}

es el grupo ciclico Cs con 3 como generador, ya que’

En el signiente capitulo demostraremos que U(Zy) es un grupo ciclico de
orden ¢{p) = p — 1 siempre que p sea primo.

Ejercicios 15.2
1 Hallar los érdenes de los grupos U{Zg), U(Z31) v U(Z1a) y describir

su estructura.

2 Demostrar quesiz es un elemento de un anﬂlo Ryu y v son elementos
de R tales que
ur = xu =1, v =xu=.1;

entonces u = v,

e ol
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3- Unentero gaussiano es un nidmerc complejo de la forma m+ni donde

m ¥ n 3on enteros. Comprobar que el conjunto I' dé los enteros gaussianos.

es un anillo respecto a.la suma y.producto ordinarios de los niimerosg
complejos (no es necesario comprobar explicitamente las propiedades
estindar de los mimeros complejos). Hallar los elementos inversibles de
I"'y describir la estructura de grupo de U(T).

15.3 Cuerpos

Un cuerpo es un anillo en el gue el producto es conmutativo y cada
elemento salvo el 0 tiene un inverso multiplicativo. Asf pues, en un cuerpo
F ge tiene

U(F) = F\{0}.

Para evitar dificultades con los casos triviales, imponemos que un cuerpo
tenga al menos dos elerentos. )

Podemos redefinir un cuerpo como un conjunto que, respecto de las
operaciones + y x, cumple

(i) F es un grupo conmutativo con respecto a +,
(ii) F\{0} es un grupo cohmutativo con respecto a x,
(iii) se cumple la propiedad distributiva R3.

Nos: referiremos a-los grupos de (i) y (ii) como al grupo aditivo y al
grupo multiplicativa del cuerpo, respectivamente.

Es evidente que Z no es un cuerpo, ya que sélo I y —1 tienen inverso
en Z. Igualmente, el anillo Z,, no es un anillo en general pero el teorema
6.3.1 nos dice que

Z, es un cuerpo st es primo.

Desde Iuego,.el mds conocido de los cuerpos es el éuerpo R de los
nimeros reales pero; a pesar de ser la base de la mayor parte de la
matematica e]emental y del andlisis, su definicién ¥ sus propiedades no
son en absoluto elementales. Afortunadamente, los cuerpos més sencillos
como Zy son tan importantes para la matematica discreta como pueda
serlo R para el an4lisis. . '
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De hecho, - existen -otros cuerpos finitos ademads -de los cuerpos Z,
(p primo) y en el siguiente capitulo. estudiaremos su construccidn y
propiedades. El ejemplo siguiente contiene la construccién de uno.de tales
Cuerpos. - - : :

Ejemplo. Sea F' un cuerpo y So(F) el conjunto de las matrices 2 x 2
antisimétricas sobre F, es decir, matrices de ia forma

_{ * ¥ 7
M(y m) (z,y € F).

Demostrar gue

(i) S2{F) es un anillo respecto de las operaciones matriciales usuales,
{ii) la multiplicacién en S3(F) es conmutativa,
(il1) Sz(F") es un cuerpo si F' = Z3 pero no si I' = Zs.

Sorucrén: (i Bl hecho crucial es que Sa2(F) es ceirado respecto de la
suma y el producto Para demostrarlo no hay mas que calcula,r ) o

1 W + T2 Yoy _ 1t+®2 yitim

-1 T2 —Y2 Tz —(y1 + yz)_ Ty + 2z ? ‘
21 W\, f T2 w)_( TTa-wiye S boan )
-y I ~yz @z /). \ —(T1y2 +T2mn) Timz -2 )]

v hacer notar que las matrices de’la derecha son antisimétricas. También
hay que sefialar que los neutros de la suma y del producto

0 0 (1 .0Y) .
(08)» (53)
son ambas antisiméiricas, y que si M es antisimétrica también lo es
— M. Los restantes axiomas de anillo son consecuencia de las propiedades
esténdar del dlgebra de matrices.
(ii) El prodiicto de matrices nio es, en general, conmutativo, perc si en

el caso que nos ocupa. Ya hemos ca.lculado el producto de dos matrlces
antlslmetncas en 1in orden en el orden inverso se obtiene

f X2 Y2 :x Tl Y\ _ Taxi — Yot - $2y1+‘$1yé)
—Ya ©2 —y @y —(Tay1 +y2®1)" T21 — Yayi
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lo cual, en virtud de los axiomas de cuerpo de F', es lo mismo.
{iii} Supongames que

vy tiene por inversa - o b |
-y =z —b a)’
a b N A 10
—b a -y ) \0 1

de forma que ax — by = 1 v ay + bz = 0. Despejando formalmente a v b se
obtiene

Entonces

a=2(z"+y9)7,  b=—y(XT 4y n

Como F es un cuerpo, €l elemento 22 +4? tendrd un inverse multiplicativo
a Inenos que sea cero. Si x e y son ambos cero, tenemos la matriz cero y
no es necesario que tenga inversa. Hemos de preguntarnos por el caso
z? + 92 = 0 sin que amhos 7 e y sean cero. .
Bn Zy pedemos comprobar explicitamente que z? 4y # 0 siempre que

(z,y) # (0,0):

e I - R Y

z 0 0O
y 1 2
11

11 2
_ 1 20
22 + 9 2 2 1

[ ]

2
2
2

Podemos concluir que toda matriz no nula de Sy
lo tanto, que S3(Zs) es un Cuerpo.
Por otra parte, en Zg tenemos que

—~

Z3) tiene inversa y, por

12+22 0,

de forma que la matriz.con = 1 e y = 2 no tiene inversa en SQ(ZS) y no
tenemos un cuerpo. : i

EJeI‘CICIOS 15. 3

1 Hemos VIStO en gl ejemplo que S9{Z3) es un cuerpo; tiene nueve
elementos

(i) Denotemos los elementos de S (Zg) por O, I Al, Ag, . ,A7, donde
O e T son la matriz nula e identidad v A;, 45,..., 47 son los
elementos restantes. ‘
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(i1} Escribir la tabla del grupo aditivo. :

(iii) Demostrar que el grupo aditivo no es ciclico.
{iv) Escribir la tabla del grupo multiplicativo.

(v) Demostrar que el grupo muitiplicativo es ciclico.

9  Demostrar que el grape multiplicativo de Zgs es ciclico mostrando un
generador.

3 Sean z e y elementos de un cuerpo tales que zy = 0. Demostrar que
z=00y=0.

15.4. Polinomios

La palabra polinomio 7en algebra elemental se utiliza para describir
expresiones como

o2 44z +3, Tzt 22 +3z+1.

Por lo general, no nos preocupamos sobre el significado del simbolo z,
ya que ¢l contexto nos muestra el significado. Por ejemplo, si nos piden
resolver la ecuacidn

2% fdz+3=0,

se supone que = ha de sustituirse por un nidmero conveniente para que
resulte una igualdad vélida entre nimeros.

Al calcular con polinomiocs, los simbolos =, 2, 23,
que las posiciones de los coeficientes. Para sumar dos polinomios, sumamos
los coeficientes correspondiéntes a cada.z®. Para hallar el coeficiente de zt
en el producto de dos polinomios, multiplicamos el coeficiente de 7! en
el primero y el de 2*7 en el segundo, y sumamos estos productos para
4 =0,1,...,1. Estas consideraciones nos llevan a la conclusidn de que lo
importante en un polinomio es la sucesién de sus coeficientes.

Tis conveniente basarse en las observaciones arferiores al formular
definiciones formales sobre polinomios. Sea R un anillo conmutativo;

. no indican mas

diremos que una sucesién finita

(Gg,{ll,&-g, .. :a‘ﬂ),
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de elementos de- & es un polinomio con coeficientes en R. Ceneralmente
representaremos este polinomio en la forma tradicional; es decir,

’ &(E) =d0 —!-'al'a:-{—--wi-anm”'. ‘

No es necesario ser més explicito sobre la z, ya que se introduce como parte
de la notacién, més que de la definicién. El conjunto de los polinomios con
coeficientes.en R se denota por Rjz]. Los polinomios de la forma, (ag) son
los polinomios constantes y se identifican de manera evidente con los
elementos del anillo R.-

Supongamos que tenemos dos polinomies
a(z) =ap + a1z + - +axa™, b(z) = bg + by + - L™,

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que n > m, ysin > m
ponemos by == by = - - = by = 0. Definimos la suma a{x) + b(z) y
el producto a(z)b(z) dé los polinomios dé la siguiente forra:
a(@) +b(x) = (ap +bo} + (a1 +bi)z + - + (an + ba)2",
a(:r)b(:c} = a.gb{) -+ (C!.(}bl + albg)$
+ (apb2 +ab; + agho )T 4+ -+ by E ™.
M3s formalmente, s(x} = a{z) + b(z} es el polinomio (80,51, - - -, 8y) dado
por ' ' '
Si:&»;—f-bi (US’LSTL),
y p(z) = a{z)b(z) es el polinomio {po,p1,.-.,Pnsm) dado por
K
pi=0pb; t bt Habe (0<i<n+m)

Se deéprende de las definiciones que si los coeficientes de a(z) y b(x)

pertenecen a un anillo R, los coeficientes de la suma y del producto
pertenecen al mismo anillo. Por ejemplo, si a(z) y b(z) son los elementos
de Zslz] dados por ' '
a(z) = 1+ 2z + 22%, blz) =24z,
entonces . |
o(w) +b{z) = (1+2) + (2+ D)z + (2+ 0)2*
= 2z?;
63a(z)b(z) = (1x2) -+ (I x 14+ 2x 2z +(2x2+2x Dz? + (2 x 1)2°
=2+ 2z + 2%
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En general, tlz] es cerrado respecto de la suma y del producto. Largas y
tediosas comprobaciones nos permitirian demostrar que, de hecho, Rz} es
un anillo conmutativo si lo es R. Aceptaremos este hecho sin justificacidn
explicita. ‘

También utilizaremos las convenciones de notacién estandar para
con los polinomios. Suprimiremos ¢l coeficiente 1, de forma que, por

‘gjemplo, escribiremos 2 + & en lugar de 2 + lz. Si un coeficiente es

cero, suprimiremos tanto el coeficiente como la potencia de x correspon-
diente (por ejemplo, el coeficiente de x* en el producto a(z)b{z) anterior).
Finalmente, acostumbramos a escribir un ‘polinomio con el coeficiente
dominante en primer lugar, es decir, en la forma

OnE" + @n 12" 4 b gy + ag,

donde a, #£ 0. Si an, = 1, dirémos que el polinomio es ménico.

Ejercicios 15.4 ..
1 Calcular la suma y, el producto de los siguientes polinomios en Zs{z}:

i) z*+32% + 2 +1 vy o? +dz 12
(i) 2*+22+2 v ¥ +4dr+ 1.

2 Demostrar que, para calcular el producto de los polinomios
Gz 4 dag ¥ bpx™ by

usando directamente la definicién, son necesarias O(ﬁQ) multiplicaciones

(es notable que este no sea el método més eficiente). '

3 Sean - ' S

alz) =ag+ -+ + @nz"

y .
b{z) =wvo+ - -+ brpz™

polinomios de Z[z]. Escribir un programa que calcule los coef_{cienteé ¢
(0 < i < n+m) del producto a{z)b{z). '

4  Demostrar que en Zy[z] se cumple

(z+1)7 =2+ 1.
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LPara qué valores de m es cierto que (z + 1)m =z™+1en Z mlz] T
5 Sea
Fz)=fot fz <+ fra®
un elemento del aniflo Z, [x} donde p es primo. Sea f(z)™ el peructo den
factores f (z) ¥ f(z™) el resultado de sustituir « por ™ en f(z). Demostrar
que ...
W) (= = F(z7),
(i) flz)? = f(«P ) parar>1
{Indicacién: para la parte (i) usar el teorema multinomial y el ejercicio
5.3.6; para la parte (ii) el principic de induccién.

15.5 El algoritmo de divisién para polinomios

En dlgebra elemental aprendemos cémo hallar el cociente v el resto al
e 1 , . . .

dividir” un polinomio por otro. Las operaciones se suelen disponer como
en €l siguiente ejemplo:

i+ 224 34+ 4 | 2243242
243234227 w24 z—4
) 2% — x4 3
#3274 2z -

N —A4z24 4
—4z? 12— 8

13z +12 -

En este caso, la divisién de z% + 4123 + 22 + 3z + 4 entre 22+ 3z 2 da
2?4+ — 4 como cociente y 13z + 12.como resto. Explicitamente, tenemos
que

7t + 42’ + 2% + 3z + 4= (e + 32+ 2)(@® + 2 — 4) + (132 + 12).

Ista es una igualdad en Z[z], el anillo de polinomios con coeficientes en
2. Resulta claro que el método puede generahzarse 1nvest1garemos ahora
los detalles del caso general. ’
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El grado. de un polinomio es el maximo valor de d para el cual el
coeficiente de % no es nulo. Por ejemplo, e} grado de 2% + 3z + 2 es 2.
Denotaremos el grade del polinomio f{z) por gr f(z); ndiese que, segiin
nuestra definicién, el grado de 0 no estd definido (0 denota el polinomio
cero). Razones técnicas aconsejan tratar el polinomio cero como un caso
especial, de modo que nos conformaremos dejando su grado indefinido.

Si e] anillo R de coeficientes es un anillo como Z.,, €l grado no siempre
tiene las propiedades que nuestra familiaridad con polinomios sobre Z o
R nos haria esperar. Por ejemplo, el grado de la suma de dos polinomios
puede ser estricéamente menor que el grado de cualquiera de los sumandos.
En Zs{z] tenemos el ejemplo '

ae)=z+z+1, blz)=22"+z+1,
a(z)+ blz) = 2z + 2,
con lo que el grado de a(z) + b{z) es 1, mientras que tanto a(z) como b{z)
tienen grado 2.
También puede darse el caso de que el.grade del producto de dos

polinomios sea. estrictamente menor que la suma de sus grados: Ya que

! F(5) = faz™ + fora@™ b+ fo

9(2) = gma™ + gm12™ T+ - go,

entonces el coeficiente de 7™ en f(z)g(x} €8 fngm, que puede ser cero
sundgue fn # 0 v g 7 0. Por gjemplo, 2 x 3 =0 en Zg, con lo que

e +z+ 4Bz + 1) =52 +z+4

en Zgix]. Sin embargo, si los coeficientes est4n en un cuerpo F, tenemos
la. importante propiedad {gjercicio 15.3.3) de que

w=0 = wu=0 o v=>0
Es evidente qie esto implica que en z]
gr f(z)g(z) = gr f(x) + grg(z).

Bl siguiente teorema es el andlogo en F|z| del teorema de la division

para los enteros (teorema 1.5). El hecho de que el grado en Flz] curmple

la ecuacién anterior es una parte vital de la demostracién.
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Teorema 15.5. Sea F' un cuerpo y sean a(z) y b(z) polinomios de Fix)
con b{z} # 0. Entonces existen polinomios tinicos g(z) y r{z) tales que

a{z) = blz)g(x) +r(z),
siendo grr{z) < grb(z), e bien r(z) igual a cero.

DEMOSTRACION: Supondremos- b(z) fijo-y procederemos por induccién

‘sobre el.grado de alz). Si gra(z) < grb(z),; podemos satisfacer las

condicienes tomando g{z) =0 y r(z) = a(z), ya que
a{x) = b{z) x 0+ alz).

8i gra{z) > gr b‘(.’f;), supondremos por induccidon que el resultado es
cierto para todos los polinomios de grado estrictamente menor que el de

a(x}. Sean
!

(m) = g2+ 4 ag, b(z) = byz" + -+ b,

donde agyn 7 0, bg 7 0y £ > 0. Sea también
(%) = alz) — agy 1xby  zFb(x).
El coeficiente de %% en @(x) es

Qp by ™ (aarxD7 " )ba =0,

de forma que gra(z) < gra(z). Segin la hipstesis de induccién, existen
polinomios g{z) y r(z) tales que

() = b@)a(@) +r(a),
donde grr(z) < grb{(z), o bien r(x) = 0. As{ pues, tomando
i) = ) + aasib et

tenemeos que C :
a(x) = bx)q(z) + r(z),

como queriamos demostrar. Esto completa la induccién v ! resultado es
cierto para todos los valores de gra(z).
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Para demostrar que ¢{x} vy r{) son duicos, supongamos que -
o{z) = b{z}jqi (z} + ri(z) = ble)qa(z) + ra{z),

donde gre(x) < gri{z), o bien ri(x) = 0, y andlogamente para ro(x).
IZntonces

b{z)(q(z) — @2(z)}) = ralz) — ri(@).
Siq(x) # ga(x), el grado del término izquierdo es como minimo el de b(z).
Por otra parte, si el término derecho no es nulo su grado es estrictamente
menor que el de b{z). Concluimos que amhbos términes han de ser cero y
que ¢ (z) = ga{z) y ri(z) = ra(z). .

Vale la pena seftalar que la construccidn de a(z) en la demostracién
coincide precisamente con la manera de dividir dos polinomios. En el
ejemplo al principio del apartado; empezamos con ‘

alz) =a* +42® v 2? + 3z +4, bz) =2 +3z+2
v en el primer paso obiuvintos
iz) = 2° — 2® + (3z + 4).

Desde luego, al disponer los cilculos segin el procedimiento usual no
“hajarnos” los términcs 3z y 4 hasta gque es necesario.

Ejercicios 15.5

1 Hallar el cociente y el resto de dvidir z° + 2% + 1 entre z* + z + 1 en
Zz{.’,ﬂ]

2 Hallar el cociente y el resto de dvidir 2° +z* 4 20° + 2% + 42+ 2 entre
x? + 2z + 3 en Zs[z].

3 Repetir el ejercicio 2 constderando los polinomios como elementos de
Z[z] y comentar la relacién entre los dos resultados.

4 Sin efectuar mis divisiones, hallar el cociente y el resto de dvidir z° +

z* 4223 + 2% + 4z + 2 entre 2% + 22 + 3 en Zr{z] y en Zrzz).

5 Sea F un cuerpo. Demostrar gue el polinomio p(z) tiene un inverso en
el anillo Fiz} si, y sélo si, p(z) es una constante no nula.
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15.6 El algoritmo de Euclides para polinomios

Ahora que tenemos un algoritmo de divisién en Flz], andlogo al hiep
conocide de Z, contiruaremos con algunas definiciones y teoremas sobre
divisibilidad y factorizacion de polinomios.

Diremos que g(z) es un divisor {o factor} de f(z) er Flz] si existe
un polinomio i(x) de Fz] tal que f(z} = g(z}h(x). Dados dos polinamiog
a{z) y b(x) de Flz], decimos que d(z) es un maximo comiin divisor
(med) de a(z) y b(z) si

(i) d(z) es un divisor de a(z) y b(z) v
(i} todo divisor de a(x) y b{x) es también divisor de d(z).

Segin la definicién, en general no existe un 1inico med de dos polinomios. Si
di(x) y da{x) son dos meds, entonces d; (z) = adyp{z) para algin polinomio
constante o {ejercicio 15.6.4). De esta forma, existiré un tinico med ménico
{es decir, con coeficiente dominante igual a 1} y, si se desea, puede definirse
como el med; en general, sin embargo, no serd conveniente introducir esta
restriccidn.

Para calcular el med de a(z) y b(z) en Flx] imitaremos el método
utilizado en Z de dividir repetidamente; este es el algoritmo de Euclides
para F{z]. Bl método sigue el esquema ya conocido:

a(z) = b(z)g{x) + ro(z)
blz) = ro{2)q{z) + ri(z)
7o(2) = r1(2)ga(z) + r2(2)

T 2(5) = 1 (2)gn(2) + 7o)

Tp—1 (m) = Tr (T gnt1 () :

La dltima ecuacién nos dice que r,{(z) es un divisor de Trn—1(2); la
peniltima muestra que también lo es de r, o(z) y, utilizando las
ecuaciones en orden inverso, llegamos a la conclusién de que r,,(z) es un
divisor de b(z) y de a(z). Por. otra parte, la primera ecuacién nos dice que
cualquier divisor c(z) de a{z) y de b{z) es también un divisor de ro(z).
Utilizando las ecuaciones en el orden en que estdn dispuestas, vemos que
c(z) divide también a r1(z),r2(2), ..., 7n_1(z) y 7n(z). Resulta, pues, que
Tn(z) es un med de a(z) y b(z).

en la forma
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Por sustituciones sucesivas en las ecuaciones, podemos expresar (L)

A)a(z) + p(@)b(s),

dénde M) y p{z) son polinomios de Fle]. Ademss, si d(x) es cualquier
med de a(z) y b(z), entonces d(z) es un miltiplo constante de (%)
(de nuevo el ejercicio 15.6.4). Hemos demostrado el signiente resuitado

importante.

Teorema 15.6. Sea F' un cuerpo y d(x) el med de los polinomios al{z) y
b(x) en Fiz]. Entonces existen polinomios A(w) y pl(x) en Flz] tales que

d(z) = Az)a(z) + p{z)b()- .o

Ejemplo. Hallar el med de

a(z) =a® +2" +a +1

b(z) =z +5
en Zrlx]'y expresarlo en la forma Azya(z) + pu(z)b(z) con Mz) y ulz) de
Z7[.’Li

SOLUCION: Si recordamos que los coeficientes estén en Zr, el primer paso

£s
234227+ z+l [ 2?48
s +5z z+2
- 25 4-3x+1
(27 ¥
. 3245
Es decir,

2?2 4o+ 1= (22 +5)(z+2) + (3w +5).
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Fl siguiente paso es dividir 2 + 5 entre 3z 4 5:

45 | 3z+45

z24dx Sr+1

3x+5
3x+5

0

Fl resto es cero y tenemos quer ‘
2% 1 5 = (32 -+ 5)(5x + 1),
de manera que 3z + 5 es un med. De la primers ecuacién obtenemos

Sr4+5=(z"+22% ta+1) —(z+ (=% +5)
= (2% +22° + 5 + 1) + (62 + 5)(z? + 5),

queé tiene la forma requerida con A(z) = 1 y p(x) = 6z + 5. 0
Ejefcicios 15.6

1 Hallar el med ménico de z* + 22 +x+ 1y 2% + 2 en Zsfx] y expresar
el resultado en la forma

@)@ T bz 1)+ () (e + 2).
2 Hallar el med ménico de 2% + 223 + 2% +dz + 2y 22 + 3z + 1 én Zg[x].
3 Hallar el med ménico en Zgfz| de
Hat+ly z?+1, ({)25+1 7y a*+1,
(i) 2%+ 1 y 2%+ 1.

(s posible hallar una férmuia para el med ménico de'z™ + 1 yax™+1len

Zplal?

4 Sean di(z) y da(z) dos meds de a(x) v ®{z) en Flz], donde F es an
cuerpo. Demostrar que
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(i) di(z) es un divisor de da{z} v da(z) o es de d, (z);
(i) si di(z) = alz)da(z) v do(z) = flz)di(z), entonces gra(z) =
grp{z) =0, con lo que afzx) y f{z) son polinomiocs constantes.

15.7 Factorizacidén tedrica de polinomios

El estudio de la divisibilidad y factorizacién de enteros en el capitulo 1
culminaba con el teorema segin el cual todo entero > 2 factoriza en primos
de forma tinica. En este apartado veremos resultados andlogos para Flz].

En primer lugar, ndtese que la existencia de polinomios constantes no
nulos perraite factovizar trivialmente cualqguier polinomio. Esto es debido
a que una constante no nula o tiene un inverso §# en [, que también es su
inverso en Fz}; de manera que ' '

flz) = a(Bf(=))

es una factorizacidn de f(x) en I'[z]. Es evidente que tales factorizaciones
deben ser ignoradas en nuestro estudio. Por este motivo, decimos que un
polinomio f(z) de Flz] es irreducible si no es un polinomio constante y
si, siempre que -

fla) = gla)h(z) en Flz],

algunos de los polinmmios g{z) o A{z) sea constante. Los polinomios
irreducibles juegan el mismo papel en Fiz] que los niimeros primos en Z.

El siguiente fecrema se demuestra de forma similar al teorema 1.8.2,
de manera que su demostracidn se presenta como una serie de ejercicios.

Teorema 15.7. Todo polinomio no “constante f{z) de Flz] puede
expresarse como producte de polinomios Irreducibles. SI tenemos dos
factorizaciones :

flz) = gi(z)ga(@) - - gr (@) = ha{@)ha(z) - - - hs(),

entonces r = 8§ y podemos reordenar los factores de forma que g;(x) sea
un muiltiplo constaite de hy(x) (1 <1 < r); es decir, gi(x) = ashi(x) para
alguna constante o; no nula. oL N
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Ejercicios 15.7

(Todos los polinomios en 1os ejercicios 1-5 pertenecen a F[z], donde # es
un cuerpo.)
1 Demostrar que si 'I‘(CE) es un polinomic no constante entonces

grr(m)s(z) > grs(z).

2 (Existencia de factorizaciones.) Demostrar que si f{z) es un polinomio
no constante, entonces f(z) es irreducible, o bien f{z) = g{z)k{z), donde
g{z) ¥ h{z) son polinomios no constantes cuyos grados son mencres que
el de f{z). o

3 Demostrar que.si 1 es un med de 7(z) y s(z), y r(z) es un divisor de
s{z)i(z), entonces r(z) es un divisor de ¢(x). ‘

4 Demostrar que si 7{z) es irreducible y r(z} es un divisor de
s1{z)sq(x) - - - sx{x), entonces r(x) es un divisor de s;(x) para algin i con
1< <k - ' o

5 (Unicidad de la factorizacién.) Demostrar la unicidad que se afirma en

el teorema 15.7.

6 Comprobar que en Z5(z]
(z+ 1)zt 14) = {z 4+ 4)(xz +11).

P . 1, . s Ll ‘ .
1 Qué significa este resultado en relacidn a la teorfa anterior?

15.8 Factorizacién practica de polinomios

La existencia de un teorema altamente satisfactorio sobre factorizacidn no
significa que sea facil hallar los factores en un caso concreto. Bl problema.
general es dificil, pero existe un test sencillo para hallar los factores de un
tipo particular que pasamoes a deseribir. .

Usn polinomio de la forma ayz + ap con a3 # 0 tiene grado 1; decimos
que es un polinomio lineal: Si multiplicamos por la constante aj T el
polinomio se transforma en uno de la forma = — o, con o = a{lag. Esta

i
i
|
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serd la forma estindar que consideraremos, debido a que existe un test
sencillo que nos dice cudndo z — @ es un factor de f(x) en Flx].
Sea ‘ ' ' o '

f(ﬁc) [z +fn ™+ +-+fo
v, para cada « de F, sea
fl@) = fad™ + fara™ 4+ o

Por ser F un cuerpo, la expresién f(o) es de F, y decimos gue se ha
obtenido evaluando f(z) en «. La regla que transforma « en f{a) es
una funcién de F en F; en rigor debiera llamarse la funcidén polinémica
correspondiente al polinomio f(z). Aunque no es necesario insistir en esta
cuestidén ahora, existen buenas razones para distinguir entre Ia funcion y
el polinomio (que no es més que una sucesién de coeficientes): una de tales
razones es que polinomios distintos pueden dar lugar a la misma funcién
{ejercicios 15.9.8 y 15.9.16).

Teorema 15.8.1. Sea I un cuérpo v f{z) un polinomio de FJz]. Entonces
T — o es un divisor de f(x) en Flz] si, y sdlo si, f(o) =0en F.

DEMOSTRACION: Supongamos que z - & divide a f{z), de forma que
f(@) = (z—a)g(z) en Fiz].
Si evaluamos ambos lados en « se obtiene que
fla) = (o — a)g(a) = 0g{e) = 0.

Reciprocamente, supongamos que f{a) = 0. El teorema 15.5 asegura
que existen polinomios g(z) y r(z ) de Fz] tales que

F2) = (z— adgla) + r{a),

donde gr r{z} < gr(ﬂ, ~ @), o bien 7(z ) =0. Si evaiuamos ambos mlembros
en o, ’semendo en cuenta que f(a} =0,

0=fla)=

Ahora bien, si grr(z) < gr(z — «), entonces el .grado de r(z) ha de ser
cero v r(z) debe ser un polinomio constante no nulo, en cuyo caso () no

(e — a)CJ(a) +7(a) *'?"(a)

1
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puede ser cero. En consecuencia, debe serr{z) =0y z — o divide a f(x).
D ' .

El teorema anterior se conoce como el teorema del factor. Antes
de mosirar como usarlo en la practica, mencionaremos una importante
consecuencia tedrica que nos serd til mds adelante. Si f(z) es un polinomio
de Flz] y & un elemento de F, decinos que & es una rafz de la ecuacion

Fz) =048 fla)=0.
Teorema 15.8.2. Si I es un cuerpo y f(x) un polinomio de gradon > 1,
entonces la ecuacidn f{z) = 0 tiene a lo sumo n raices en F.

DEMOSTRACION: Supongamos que la ecuacién tiene m raices distintas
@y, g, ..., 0m ent F. Por el teorema del factor, @ — oy, 2 — @2, ..., & — Oy,
son divisores de f{z). Al ser todos irreducibles, la factorizacion de f(x) es
de la forma -

F@) = (&~ o)z — m) - (z — an)g(a)

para algin g(z} de F[z]. Como los coeficientes pertenecen a un cuerpo F,
¢l grado de un producio es igual a la suma de los grados de los factores,
de donde se deduce que el grado de f(z) es al menos m. O 'lo que es lo
mismo, que el niimero de raices de f{z) = 0 es como méximo n. 0

Volvemos ahora al problema préctico de hallar los factores irreducibles
de un polinomio dado. Los casos mds inferesantes y Gtiles desde nuestro
punto de vista son aquéllos en que los polinomios pertenecen a Zy,[z], donde
7., es el cuerpo-de los enteros mddulo un primo p. En este caso podemos
hallar todos los factores lineales en un niimero finito de pasos, ya que €l
teorema del factor nos dice que no hay mds que evaluar el polinomio en
cada uno de los elementos de Z,. Por otra parte, no hay ninguna razén para
suponer que los factores' de un polinomio vayan a ser lineales. Si el grado
del polinomio es bajo, podremos hacer algo con métodos rudimentarios,
métodos que discutiremos a continuacién. Podemos suponer sin pérdida
de generalidad que el polinomic es ménico, ya gue podemos transformar
un polinomio dado en.uno ménico del mismo grado multiplicandolo por
una, constante. '

Por definicién, ur polinomio lineal es irreducible en Zyjx], de forma
que hay p polihomios lizeales ménicos irreducibles x + ag. Si el polinomio
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cuadrdtico ©2 + iz +ap es reducible en Z,[z}, entonces posee dos faitores
lineales que pueden hallarse mediante €l teorema fiel factor’. FJOl:ﬂo ’1a_y P
factores lineales posibles, habrd p{p—1)/2 polinomios cuad.rat1co§ momg;s
reducibles de la forma (= — a)( — 3) con & # 4, y{p de la f(?rmz{ {:6-1;.05)83'
Hay p? cuadraticos ménicos en total, asi que el nimero de irreducibles

Copt—(plp ?-1)/2%%)) :p(p* /2.

i i i io cuadratico
En particular, ndtese que siempre existe al menos un polinomio cuad

énico irreducible en Zy[z]. Sip = 2, tenernos que
2= (x40, B rl=@+1)" 7 tz={z+0{+1),

o 12 4 7 + 1 es irreducible. S
pero z°+ I _ - . - .
i un polinomio ctibico 23 + agx? + gz + ag es reducible, de‘g?e _tep .

s ; | cado

tres factores lineales o uno lineal v otro cuadrético. En cualquier cas

hay un factor Yineal y podemos utilizar de nuevo el teorema del factor

ibili i ] ' sea ignal
para comprobar la reducibitidad. Sin embargo, cuando el grado gu
o superior a cuatro serdn necesarios otros métodos.

Ejerﬁplo. Hallar los factores irreducibles de 7% 4+ 1 en Zsz].

Qorucion: En primer lugar utilizaremos el teorema del factor para hallar‘

Jos factores lineales. Sea f(z) = o+ 1 gntonces .
4 -
FOy=0"+1=1, =1+ 1=2, CF() =2 +142_ |

As{ que no .hay factores lineales. La tnica posibilidad que resta ©s Una

factorizacién en dos polinomios cuadraticos:
| P rl= (m2+Am+B)'{a:2+=-(7m +_b},
con 4,B,C, vy D de Zs. Sl igualamos ios. coeﬁciént_eé de las'potgncias
correspondientes de @, obtenemos las ecuaciones
i A+C=0, (i) B+ D+ AC =0,
(i) AD + BC =10, (v) ~BD=1

De (i) resulta que A =—C'y de (iv) que B = D (Lp?r qL-lé?).. Tomanc(laos
B = D = 1se obtiene AC = 1 en (i), lo cual contradice {i). 51 tomam
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B = I} =2 obtenemos AC = 2, de donde una solucién es A = 1, C = 2.
Por lo tanto, la factorizacién buscada es

at 4 1= (2% + 7z +2)(z* + 22+ 2). ]

El método que acabamos de exponer es, desde luego, muy poco eficiente
en la mayoria de los casos. Se ha nvertido mucho esfuerzo en el desarrollo
de algoritmos eficientes para hallar factores irreducibles de polinomios,
pero muchos de los mejores métodos van mds alld del nivel de este libro.

Ejercicios 15.8
1 Hallar los factores irreducibles de

(1) 22+ 1 en Zsz);
(i) 23 + 522+ 5 en Zy1[z);
(ili) 2*+3z% + 2+ 1 en Zs[z].

2 Hallar todos los polinornios cuadriticos ménicos e irreducibles de Zsz].

3 Demostra,r que ‘el nimero de polinomios clibicos ménicos e irreducibles
de Z »7] es igual a p(p? — 1)/3 y dar una lista con todos ellos para p = 2.

4 Sea f(z) = faz" + fn_1z™ 1 +--- + fu un polinomio de grado n en

Fiz] y sea a € F. Explicar cdmo evaluar f(a) mediante la recursién
fola) = fu,  file) =wfii(e) + fami (1<i<n),

Cudntas ‘murltiplicaciones se reqﬁiereﬁ con este método? (A veces se

concee como método de Horner.)

5 Sean f(x) y o como en el gjercicio 4. Ahora evaluamos f(a) calculando
cada término f;of individualmente (0 < i < n). Hallar el niimero
aproximado de multiplicaciones necesarias usando los métodos para
calcular of expuestos en el apartado 7.7.

15.9 Ejercicios diversos

1 TInvestigar las estructuras de los grupos de elementos inversiblesde Z5 y de Zisq.
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2 TFactorizar los siguientes polinomios de Zs{z] en irreducibles:

() 2% +4, (i) z* +32% + 2m + 4.

3 Hallar un polinomio irreducible de grado 4 en Zgiz].

4  Demostrar que si un entero r es raiz de Ia. scuacidn 2" +an_ 2™ lpodtgg=0
en Zi[z], entonces r es un divisor de ap.

5 Hallar el mcd ménice de los polinomios 23 1y z*+2% 4+ L en Zis[z] v en Z[z].

6 Demostrar que la multiplicacién en un anillo R es conmubativa si, y sélo si,
(a+8)% =a® + 2ab -+ b’

para todos ¢ y b de R.

7 Demostrar mediante un ejemplo que si m no es primo, entonces una ecuacién
cuadrdtica en Z,,[z] puede tener més de dos rajces en Z,,

8 Sea p un ndmero primo. Demostrar que los polinomios f{z) = 2P y g{z) = =
definen la misma funcién de Z, en s{ mismo.

9 Sea ¢ el conjunto de las funciones f de Z en si mismo y definamos la suma
y el producto de dos funciones mediante las reglas (f + g)(z) = flz) + g(m)
(Fg)(z} = f(z)g(=). ;Cudles de los siguientes subconjuntos de ¢ son anillos? -

(z
(1) Las funciones que cumplen f{0) = 0.
(#) Las funciones que cumplen f{0) #£ 0.

(i1f) Las funciones que cumplen f{0) = f(1).

{iv) Las funciones que cumplen f{z} = f(x + 1) para todo z de Z.

10 Demostrar que si a # 0, el polinomio az” -+ bz + ¢ es irreducible en Z,[z]
(siendo p primo) g, y sélo si, 5 — dac no es cuadrado en 4. T

11 Hallar el med moénico en Zijz] de

o+ 62 1 8zt + P 44?2+ 8y gt 4 55 4 6?4 Oz + 4, -

12 Sea w el nimerc complejo %3 Demastrar que 1+w +w? = 0y deducic que
el conjunto de los nimeros complejos de la forma m + nw (m,n € Z} es un anillo.
(Nc es necesario comprobar las propiedades que se desprenden directamente de las
propiedades estindar de los niimeros compleios.)

13 Describir el grupo de los elementos 1nve151bles del a.nlllo construldo en el
ejercicio anterior. :

i

. s



Jomy

386  Amillos, cuerpos y polinomios

14  Sea F un cuerpo con un nimero infinito de elementos. Demostrar que si f{z)
v g{z) son polinomios de Fz] que inducen la misma funcién de F en s{ mismo,
entonces f(z) = g(z).

15 Sea f(z) = fo + fiz+ -+ + fuz™ un polinomio con coeficientes en un cuerpo
F. Se define la derivada de f{ 7} como el polinemio

fllwy=fi+2fz+ - +nfae™

Demostrar que (i) {f + g)'(z) = f'(z} + ¢'(=); (i) (fg)'(z) = F'{z)g'(z).

16  Halar todos los primos p para los cuales los polinomios 22 + 3z + 1 y &% +
2z% 4z + 1 definen la misma funcién en Z,,.

17 Demostrar que el conjunto de los nimeros reales de la forma m 4 n+/2, donde
m y m son enteros, es un anillo respecto de las operaciones de suma y producto.
Demostrar también que m+-1+/2 es inversible en este anillo si, y sélo si, m?—2n? =
+1. '

18 Sean i, j y k simbolos que satisfacen las ecuaciones

el = 1, if=—ji=k
) ki= —ik = j.

Démostrar que el conjunto ) de las expresiones de la forma a -+ bi+cj + dk, donde
&, b, ¢ ¥ d son nlimeros reales, cumple los axiomas de un cuerpe salvo la propiedad
conmutativa del producto (@ es un ejemplo de cuerpo no conmutativo y sus
elementos se conocen como cuaterniones).

19 Se cli_ce que un elemento « de un anille R es nilpotente si x™ = 0 en R para
algiin entero positivo n. Demosirar que si z e ¥ son elementos nilpotentes de un
anillo A con un producto \copmuta,tivo, entonces  + ¥ es también nilpotente.

20 Hallar los elementos nilpotentes de los anillos Z7, Zg v Zy.

21 Demostrar que toda funcién f de Zis en sl mismo puede representarse mediante
un polinomio f(z). jEs-cierto el resultado para los cuerpos 7, con p primo?

16 Cuerpos finitos y aplicaciones

16.1 Un cuerpo con nueve elementos

En el apartado 6.5 vimos cémo usar las propiedades aritméticas de Zy,
cuando p es primo para coristruir un conjunto de p — 1 cuadrados latinos
mutuamente ortogonales. Si observamos con cuidado la construccida,
veremos que la clave es €l hecho de gue Z, es un cuerpo. Dado un crerpo
con n elementos, podriamos utilizar el mismo método para-'censtruir n—1
cuadrados latinos mutuamente ortogonales. Fste solo hecho justifica que
nos preguntemos si es p051b1e construir otros cuerpos finitos ademds de
los Zy.

De hecho, ya hemos dado un ejemplo de un cuerpo que no tiene nn
ndmero primo de elementos: el cuerpo formado por las nueve matrices
2 x 2 antisimétricas sobre %y estudiado en el gjemplo del apartado 15.3.
Empezaremos nuestra discusién dando otra construccién de un cuerpo-de
orden mueve, que denotaremos por Fy.. : .

Representaremos los elementos de. Fy mediante el 0 y los ocho
polinomios de grados 0 y 1 con coeficientes en el cuerpo Zs, es decir, -

Fy=1{0,1,%2,% + 1,5+2 %% + 1,2z + 2}

Este conjunto es cerrado tespecto de la suma de poliniomios; se tiene, por

ejemplo,
(z+ 1D+ (2z+1)=2 en Zsxl.

Sin embargo, el conjunto no es cerrado para el producto, ya que
(x+1)x 2z +1) =2z +1 en Zg[z]

y 222 4+ 1 no es ninguno de los elementos de Fy. Esto nos lleva a definir
un producto modificado, a saber, calcular primero el producto ordinario
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en Zslz] v después reducir mddulo z2 -+ 1. Por ejerplo, , o " Ejercicios 16.1
i (m+1)x (2z+1) =222+ 1" (en Zsz]} : 1 ;Qué elementos de Fy pueden tomarse como generadores de su grupo
; ‘ .
? =2+ 2(z*+ 1) : multiplicativo?
=2 {en Fy). 9 i Qué elementos de Fy admiten rafz cuadrada en Fg?

3 Demostrar, sin hacer cdlculos explicitos, que el producte de todos los

De forma ahéloga, . .
) elementos no nulos de Fy es igual a 2.

@e+1)x(2)=2"+o

‘ 4 Demostrar que el grupo aditivo de Fy no es ciclico.
N ' =(z+1)+ 2+ 1) ! qQue el s

=z+1

‘l I -

‘[ . Es evidente que las operaciones + y X hacen de Fy un anillo. Los - 16.2 El orden de un cuerpo finito

o polinamics constantes 0 y 1 son de hecho el 0 y el 1 del anillo, ¥ los : - , ] . _
restantes axiomas pueden comprobarse con facilidad. Lo que 1o es tan Sea F un cuerpo, finito o infinito. Como F es cerrado para la suma y
F evidente es que Fy sea efectivamente un cuerpo; esto es asi porque todo contiene el neutro det producto 1, los elementos

;'éh elemento no nulo tiene un inverso multiplicativo. Ei lector escéptico puede _ : '

h comprobar por i mismo la siguiente tabla, - 2=1+1, 3=1+1 + 1, 4=1+1+1+1,

i:I Hlemento Loz £ ox+l w42 2z 2+l 2e+2 ' pertenecen todos a F {no afirmamos que sean todos distintos):” Para
i . Inverso: 1.2 2z z+42 =+l € 2z+2 2zl cualquier entero positivo n, la suma de n unos es un elemento de F; en

un lenguaje més formal podemos decir que son los elementos del subgrupo
' ciclico < 1 > del grupo aditivo de F.

Si I" es finito, el teorema de Lagrange nos dice que el orden de < 1>
es un divisor de |F; este nlumero se conoce como la ca;actenstlcg de
F. Por ejemplo, en el cuerpo Z, el subgrupo < 1 > comprende todos los
(2z+ 1) = 2;1:’—%— 1, 2z + 1) =z, 2z +1)P =211, elementos, de manera que la caracteristica de Z, es igual a p. En general,
(2z +1)* =2, (224 1) =242, (2 + 1)6“__“ 2, la caracteristica de F' es el menor entero positivo m tal que m = 0 en r,
17 8 ‘ : donde la 8ltima m denota la suma de m unos en F (si ¥ es infinito la

(2o 1) N et @z 1) =1 caracteristica puede no estar definida).
Es ficil ver que la caracteristica de un cuerpo finito ha de ser un ndmero
primo. En efecto, si m no fuera primo podria escribirse como un producto

‘ " En el a}ﬁartadé 16.3 explicaremos la construccién general de la cual
il Fy es un caso pa,rticular Por el momento, mencicnaremos ofra propiedad
i' de Fy relativa a su grupo multiplicativo. Si calculamos las potencias del
polmormo 27 +1en Fg se Obtl@nen los siguientes resultados:

Vemos que todos loé elementos no nulos de Fy pueden expresarse como
potencias de 2z + 1. Bn otras palabras, el grupo multiplicativo de Fy es eI ‘ i

grupo Czchcc Cg generado por 2z +1: - MMy, ¥ §i en un cuerpo tenemos myms = 0, entonces my =0 0 mz = .

I : : : Asl puss, si un mimero no es primo no puede ser el minimo para el cual

] : o . Fg\{{]} UF)=<2z+1>m= C'g : m = 0. En el siguiente teorema usaremos el hecho de que la caracteristica
i i ' es prima para determinar la estructura del grupo aditive de un cuerpo
: En el apa,rtado 16 4 demostraremos el sorprendente Iesultado de que el finito y para demostrar que el orden de un cuerpo ﬁmto ha de ser de una

grupo multiplicativo de cualguier cuerpo finito es ciclico. forma muy especial.

=2 LT,

PR =
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Teorema 16.2. Si F es un cuerpo finito de caracteristica p, entonces el
grupo aditivo de F es isomorfo a (C,)", producto divecte de v copias de
. En consecuencia, |F| = p” para alginr > 1. '

DEMOSTRACION: Dado un elemento I 7€ 0 de £y un entero positivo n,
podemos definir el elemento

nf:(1w§'~1+---+1)f:-f+f_;_...+f

de F, donde en la suma hay n términos. Estos elementos forman el
subgrupoe ciclico < f > del grupo aditivo de . Al ser p = 0 en F, los

tinicos valores relevantes demson 0, 1, ..., p— 1, vy podemos considerar n
como un elemento de Z,. '
Diremnos que el subconjunto {fi, f2,.-., fu} genera F si todo elemento

f de F puede escribirse como
f=mh+nmafot+-+nmfe (n1,n,... 0 €Zy).

Tales conjuntos existen: F, por ejemplo, ¢s uno de ellos. Supongamos que
{fi,fa,. .., fx} genera F pero no ningtin subconjunto propio. Entonces
cada una de las expresiones

nifiFnsfo+-Fnpfe (Ning,. . ne © Z).

es un elemento de F. 51 dos expresiones representan el mismo elemento de
F, pongamos .

MfiFn2fa ke fe = fF mafy by,

tomamos el primer indice 7 tal que n; 3£ m; ¥ reescnblmos la zgualdad
como

C (i =ma) fi = (e — o) fo o (e — ng)

Al'ser n;—m;# 0, tiene un inverso en Z,. Si multiplicamos la ecuacién por
(ni —m;)™1, obtendremos una expresién de f; en términos de fiz1, oy I
De esta forma podriamos eliminar f; del conjunto generador, contraria-
mente & la suposicidn de que ningin su’oconJunto propio de {fs, fa,..., fr}
generaba F.

Se deduce que existe una biyeccién entre los elementos de F' y la r-plas
(n1,79,...,7n,) de elementos de Z,. Como la suma en I corresponde a la
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suma de las r-plas, la biyeccidn es un isomorfismo entre ¢l grupo aditivo
de I v el producto directo de r copzas de Zy, (COHSIdGIadO comeo grupo
ciclico), es decir, (Cp)7. : : : O

La consecuencia més inmediata del teorema es que el orden de un cuerpé
finito ha de ser una potencia de un nimero primo. Conocemos los cuerpos
Z, (de orden p) y hemos encontrado dos ejemplos de cuerpos de orden 9 (es
decir, 3%). Nuestro siguiente objetivo serd demostrar que existen cuerpos
de orden p” para todo primo y tode r > 1.

Ejercicios 16.2

i Las tablas 16.2.1 definen las operaciones + y X en el conjunto
{w,y, z,t}; la estructura resultante es un cuerpo Fy. .

Tabla 16.2.1
+ w Yy z i X w Yy z t
w w Yy 4 t W w w w oW
Y ¥ w t z Y w Y Z (1
z z i w oy z w z t oy
t i z Y w t w i Y z

(i} Identificar los elementos 0 y 1 de Fy.

(ii} Demostrar que los grupes aditivo y multiplicativo de Fy son
 isomorfos a Oy x (Y y (5, respectivamente.

(iii) ;Cudl es la caracteristica de Fy7

2 Demostrar que el subconjunto de un cuerpo F formado por los
elementos de la forma 14+ 14 ---+ 1 es a su-vez un cuerpo Fg {conocido
como el cuerpo primo de F). :

3 ‘Sea F un cuerpo de caracterlstlca 3. Demostrar las mgmentos
identidades en F* : . .
L) 4y’ = (),
() (z+yt+att@—y)t+yt=0
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4 Demostrar que un cuerpo de caracteristica p se tiene
(m+y)7 =a" +y".

Hndicacién: ejél_"cicio 435} '

16.3 Construccién_dé cuerpos finitos

El cuerpo de orden nueve qﬁe construimos en el apartado 16.1 puede
considerarse de una forma algo més abstracta. La relacién ~ definida en
Zzfz] mediante

a(z) ~ b(z) €= a(z) - b{z) es divisible por % + 1
s una relacién de equivalencia. Los polinomios
0,1, 2, m, z+1,2+2, 22, 2241, 2242

forman un sistema completo de representantes de las clases de equivalencia

podemos tomar estas clases, en lugar de sus represemtantes, como
e}ementos de Fy. Si denotamos la clase de equivalencia de a(z) mediante
la(z)], podemos definir la suma y el producto de clases de equivalencia de
forma, natural como

[o{@)] + ()] = [a(=) + b@)],  la(=)lb()] = le()b(z)],

definiciones que corresponden exactamente a los céleulos elementales del
apartado 16.1, : _—

Este punto de vista mds abstracto abre la via a una construccién general
de los cuerpos finitos. El punto crftico es que el polinomio que define las
clases de equivalencia ha de ser srreducible.

Teorema 16.3. Sea k(z) un polinomio irreducible de grado r en Zplz] v
sea ~ la relacidn de equivalenicia definida en Zp[z] mediante

. alz) ~ b(x) <= a(:c) - b(w) €8 d1v1.91ble por k(x).

En estas condlcwnes el conjunto de Ias clases de eqmvalencxa de ~ es un
cuerpo de orden p”.
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DEMOSTRACION: Bs evidente que los polinomios de grados 0,1,...,7 —
1 forman un conjunto completo de representanies de las clases de
equivalencia, de manera que hay p" clases en total. Por ofra parte; es
un ejercicio rutinario comprobar que las clases (al igual gue los propios
polinomios) forman un anillo y que el producto es conmutativo.

Lo importante es demostrar que cualguier clase salvo [0] tiene un invero
multiplicativo, v es ahi donde la irreducibilidad de k(x) es vital. Dado un
polinomio a(x) de %,[z] de grado < 7, el hecho de que k(z) sea irreducible
significa que el med ménico de a{z) y k{x} es igual a 1. El teorema 15.6
asegura entonces que exigten polinomios f(z) y g{z) de Zy{z] tales que

o(z) f(x) + k{z)glz) = 1.

Pasando a clases de equivalencia, y recordando que [k(2)] = [0], se llega a

[a{)] [f(=)] = [1].
En otras palabras, [a{z)] tiene como inverso [f(z)]. 0

Fl teorema nos dlce que basta, con hallar un pohnomlo 1rreduc:1ble de
grado 7 en Z »iz] para construir un cuerpo de orden p”. Esto parece f4¢il,
v lo es en un sentido muy elemental, pues existen tablas de polinomios
irreducibles que cubren todos los vaelores de p y 7 que vercsimilmente
puedan darse en la prictica. Pero desgraciadamente la demostracién
general de que existe al menos un polinomio irreducible para cada valor
de p y r es més bien dificil. Por esta razén pasamos a deducir algunas
propiedades generales de los cuerpos finitos e indicar algunas de ‘sis
aplicaciones, y aplazamos la demostracién de su existencia hasta - el
apartado 16.9. :

Ejercicios 16.3

1 Demostrar que z° 4122+ 1 es irreducible en Zs[z} y construir un cuerpo
de orden 8. ;Cudl s el orden del grupo multiplicativo? Describir el grupo
explicitamente.

2 Demostrar que ¢l cuerpo de orden 4 construido mediante el polinomio
irreducible z2 + z -+ 1 en Zg[z] es esencialmente el mismo que el cuerpo Fy
construido en el ejercicio 16.2.1. : :
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3 jPara cuaies de los siguientes primos p podemos construir un cuerpo
de orden p* utilizando el pohnomlo zZ +17

p=3,57,11,13,19, 23.

Describir el grupo multiplicativo en los dos primeros casos en que la
construccién es posible,

4 Demostrar que para cada primo p existen cuerpos de orden p? v 3.
[Indicacidn: véase el apartado 15.8]

16.4 FEl teorema del elemento primitivo

En el apartado 16.2 demostramos que el grupe aditive de un cuerpo finito
de orden ¢ = p” es isomorfo a ()7, el producto directo de r grupos
ciclicos Cyp. El grupo multiplicotivo es de orden ¢ — 1 {ya que excluimos el
0); su estructura es sorprendentemente sencilla,

Teorema 16.4, E! grupo mu]tlphcamvo de un cuerpo finito es ciclico.

DEMOSTRACION Sea F un cuerpo de orden g ¥ sea F* sn prupo
multiplicativo F\{0}. Si f perienece a F*, el teorema 13.8.3 implica. que
F97F = 1. En otra palabras, la ecuacién z97' — 1 = 0 tiene ¢ — 1 raices
en I, ) Co

Demostraremos que, F* cumple la caracterizacién numérica de los
grupos ciclicos obtenida en el tecrema 13.9. En concreto, demostraremos
que para cada divisor d de ¢ — 1. existen d elementos f de F* tales que
fE=1

Sea dk = ¢ — 1; la ecuacién
1= (gt = 1)) gl Ll 1)

en Flz] es un resultado de dlgebra elemental. Denotaremos el segundo

- factor mediante g(z). Al ser g(z) un polinomio de grado dlk — 1), la

ecuacién g(z) = 0 tiene como méximo d(k-— 1) rafces en F (teorema
15.8.2). Anédlogamente, la ecuacién 2% — 1 = 0 tiene a lo sumo d rafces en
F. Pero.como 7971 — 1 = () tiene exactamente g — 1 raices en I’ y como
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d(k — 1)+ d = g~ 1, resulta que cada una de las otras ecua.cmnes ha de
tener ¢l méximo nirero posible de rafces. En particular, % —1= 0 tiene
d raices ¥ F* posee d elementos tales que fd — 1. Bl resuitado se sigue del

tecrema 13.9. U

Recordemos que un grupo es ciclico si todos sus elementos pueden
expresarse como potencias de uno dado, al que llamameos generador del
grupo. Asi pues, si z es un generador de £ tenemos que

={1,2,2%,...,27 "}, donde 2471 = 1.

Por ejemplo, et grupo multiplicativo del cuerpo Zgg, es un grupo ciclico de
orden 22 con 5 como generador, ya que las potenmas ‘de 5 nos dan todds
los elementos no mulos del cuerpo:

Un genemdor del grupo multiplicativo F* se denomina un elemento
primitivo del cuerpo F. Con esta terminologia, el teorema 16.4 puede

enunciarse en la forma siguiente:
todo cuerpo finito posee un elemento primitivo.

A pesar de su elegancia y simplicidad, el teorema’ padece un defector
inevitable: no nos dice cémo hallar un elemento primitivo en cada- caso.
Clomo el nimero de elementos de orden g - 1en Cyor es (g — 1), un
cuerpo finito de orden g tiene ¢(g — 1} elementos primitivos. Para hallar
wno de ellos “a mano”, ¢l mejor método es una versién refinada del

probando”.

Ejemplo. Hallar un elemento primitivo de Zy;.

SorLucidN: El menor entero positivo gue podria representar a un elemento
primitivo de Z4; es 2. SiZesun elemento primitivo, chtendremos todos los
elementos no nulos; si no, habremos obtenido informacién Htil. Tenemos
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la siguiente tabla:

n: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
g . 2 4 .8 16 32 23 5 10 920 40

1R 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
1

2 39 37 33 25 9 18 36 31 21 1

Asf pues, el orden de 2 es 20, y no 40, de donde deducimos que 2 no es un
elemento primitivo. Podriamos intentarlo con 3, pero la tabla nos indica
que 9 (es decir, 3%) es igual a 2'%, de manera que

38 — g4 — 960 _ (350)3

)

y el orden de 3 es s6lo 8. Tanto 4 como 5 son potencias de 2, con lo que
sus érdenes han de ger divisores de 20. Pero § no es una potencia de 2 ¥

62 = 36 = 217,

El orden de 217 es 20 (;por qué?), de n'rlanera,'.que el orden de 6 es 40 v 6
es el elemento primitivo que buscdbamos. 0

"En 1a préctica pddemos recurrir a tablas qué proporcionan el menor
entero positivo que es un elemento primitivo de Z,. Estas tablas estan
disponibles en varios sistemas informaticos ¥ cubren un amplio rango de
valores de p. También hay tablas para el caso en que el orden del Cuerpo
no es un nimero primo, sino ung potencia g de un primo; a continuacién
discutiremos algunos agpectos de este caso.

El cuerpo F de otden ¢ = p" se construye eligiendo un polinomio
irreducible k(z) de grado r en Z{z].-Con algo de suerte, puede resultar que
el propio polinomio z sea. un elemento primitivo, ¥ en este caso diremos
que k(z) es un polinomio irreducible primitivo.

Ejemplo. Demostrar que z°+2x +2 esun polmomlo uredumble primitivo
de Zs[ ]

SoLucién: Demostremos en primer lugar que 2+ 2z + 2 es irreducible.
Al ser ciadritico sélo puede tener factores lineales y podemos utlllZELI‘ €l
teorema del factor pa.ra comproba.r si emsten Tenemos que

S0P (2x0) 2 =2, 12+(2><1)+2-2 Zr(@ex2y+2=1,
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con lo que no hay factores lineales y €l polinomio es irreducible. Por lo
tanto, los polinomios

0,1,2, z,z+1,2+2, 2z, 22+1,22+2

representan los elementos de un cuerpo con respecto a la suma y la
multiplicacién médule 22 + 22 + 2. Si caleulamos las potencias de = en
este cuerpo obtenemos

el=g, 2P=z+l, =21, z*=2,

=2 S =2+2 2'=z24+2 PB=L

Asf pues, = genera el grupo multiplicativo del cuerpo y 2 + 2z + 2 es un
polinomio irreducible primitivo. , . o

Si usamos el polinomio %2 4+ 2 -+ 2 para construir un cuerpo de orden

9, el hecho de que sea primitivo tiene sus ventajas. Por ejemplo, podemos
usar la tabla de las potencias de « para facilitar la multiplicacién, de forma
muy similar a cémo se utilizaban las tablas de logaritmos en la aritmética
elemental. 51 queremos multiplicar z+1 y 2z+1 1o hargmos de la siguiente
forma: ! ’ :
($+1)-(mz-}-l):mz-we‘:ms:2$_ﬁ _
Por su parte, el polinomio x? + I de Zslz] que usamos en el apartado
16.1 para construir Fy no es una buena eleccién, ya que no es primitivo.
Si calculamos las potencias de z en Fy hallamos que zt =1 y,_ en
consecuencia, £ no es un elementoe primitivo de Fy.

Estas observaciones conducen de forma natural a nuestra ﬁltirr}a
cuestidn tedrica sobre los cuerpos finitos. Sabemos que dada una potencia
g = p° de un ntémero primo podemos utilizar cualquier polinomio
irreducible de Zp[z] de grado r para construir un cuerpo de ozlr_de'n g.
iQué conexién existe entre los cuerpos construidos mediante distintos
polinomios?

Llegados a este punto, el lector que crea en la belleza de las matematicas
probablemente pensard: son todos iguales. Y, en efecto, lo son. Hemos
demostrado que dos cuerpos cualesquiera de orden ¢ tienen grupos aditivos
y multiplicativos isomorfos, de manera que dificilmente podrd sor‘prgnder
que los cuerpos sean también isomorfos, en el sentido de que existe una
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b13.ze‘ccién entre ellos que es, al rismo tiernpo, un isomorfismo de los gr

a.dltl‘:fc} y multiplicativo. Desde luego, desde un punto de vista constri 31308
(,38 mas }mportanﬁe saber que existe un cuerpo con g elementos que nf) o
éste es {nico. Por este motivo nos contentaremos con dar una, demostr i
formal tinicamente de la existencia (en el apartado 16.9). 1

R,esumleﬂdo 1& ( ¥i : e ¥
cOria de ].OS G rpOS ﬁnltOS ; e
1 BSHI a. Ser e

acidn

- Un cuerpo finito tiene orden igual ¢ la potencia de un primo g = p*
En esencia, hay un solo cuerpo findto de orden q. "
Ll grupo aditivo del cuerpo es (C,,)". '

ElL grupo multiplicativo del cuerpo es Co—1.

lUtzhz‘aremOS la notacidn F, para el tinico cuerpo de orden g. Los cuer
ﬁmt’os S-e conocen también con el nombre de cuerpos de Galois, en hopOS
dfe Evariste Galois (1811-1832), y en ocasiones se denotan taml;ién 0{101;
simbolo GF(q). Por supuesto, si ¢ es igual a un primo p, el CUErpo Il)?‘ 1 (“3
GF(p)) no es més que el cuerpo Z, de los enteros médulo p. P

Fjercicios 16.4
1 R ) . i g -
Halliar el_ menor entero positivo que representa a un elemento primitivo

() enZz; (i) enZy, (i) en Zg.
2. Demaostrar que si - it . {omio irre .
Vo1 qle S: c?r}struungs Ty us%mdo el polinomio irreducible 23 4+
n el ejercicio 16.3.1}, el polinomio z es un elemento primitivo.

3 3 Cudles de los sigui 1 io '
) guientes polinomios de Zolx] son irreducibles 3
de los irreducibies son primitivos? g eibles 7 -ﬂuales

(i) z* + 1,

(iiyzf 42 +1, (i) 2% + 22 1.

4 ;Cudntos elementos primitivos hay en el cuerpo.Fgg? Deducir de la

respuesta que el polinomio z% 4 g nomio i i i
G e : . + -i—.l es un polfz?omlo_‘lrredu‘{:lble primitivo

5 Hallar los valores de m par . 27 2 ' :
; lar | para los cuales 2% 4+ mz 4 2 nomi
irreducible primitive de VARKES: : 1% e polinowio
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16.5 Cuerpos finitos y cuadrados latinos

fin cste apartado y en los tres siguientes describiremos algunas de las
aplicaciones constructivas de los cuerpos finitos. .

Hemos comenzado este capitulo recordando.el problema de constmir_
conjuntos de cuadrados latinos mutuamente ortogonales; resulta natural
preguntarse cudl es el tamano méximo de tales conjuntos. Sabemos
que para cada primo p existe un conjunto de p — 1 cuadrados latinos
mutuamente ortogonales, y de aqui poco demostraremos que lo mismo se
cumple al sustituir p por una potencia g = p". Pero antes demostrarernos
gque n — 1 es el mimero médximo de cuadrados latinos mutuamente
ortogonales de orden n, para cuaiguier 7.

Observemos en primer lugar que los simbolos de cada cuadrado pueden
renumerarse independientemente de forma que la primera fila de cada unc
de ellos sea la misma, digamos

12_3 P ¢

La renumeracion no afecta a la ortogonalidad del conjunto. Consideremos
las distintas posibilidades del simbolo en la posicion (2,1), es decir, segunda
fila y primera columna. Este sfmbolo no puede ser 1, ya que el 1 aparece
en la primera columna de cada cuadrado, asi que quedan como maximo
n — 1 posibilidades. St dos cuadrados distintos tienen el mismo simbolo en
la posicién (2,1), pongamos k, al sener también el mismo simbolo & en la
posicién (1, k), se contradice la hipotesis de ortogonalidad. Por lo tanto, el
ntmero méximo de cuadrados latinos de orden n mutuamente ortogonales
esn — L . : -

Las observaciones anteriores indican que el siguiente teorema es el
mejor resultado posible sobre conjuntos de cuadrados latinos muguamente
ortogonales. L.a demostracién es una simiple transcripcion de la del teorema
6.5.2, utilizando el cuerpo finito By en tugar de Zp.

Teorema 16.5. Si ¢ es una potencia de un nimero primo, es posible
construir g — 1 cnadrados Jatinos de orden ¢ mutuamente ortogonales.

DEMOSTRACION: Para cada uno de los g — 1 elementos no nulos ¢ de Fy
definimos una tabla g x g mediante

{%:J S Fq}-

AEE

Ly(d, ) =ti+]

B L T ——
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Lt es un cuadrado latino, ya que Ly(%,7) = Li(4, ') implica que i+ j =
ti-+ 3, y esto a su vez implica que j = j'. De forma andloga, si Li{d, §) =
Ly(#', 5), como Fy es un cuerpo y £ # 0, se deduce que i'= 4.
Consideremos ahora los cuadrados latinos L; y L, y supongamos que

tienen el mismo par de simbolos (&, &) en las posiciones (4;,7,) e (zg,jz)
Entonces

tiy + 41 =k, uiyg +j =&,

t’tg +j2 = k, ’U.ZQ%*jg - k".

De aqui fesulta que
i1 ~da) = jo — j1,  u(is — ) = ja — j1.

51 41 =4y = 0 entonces js.— j; ==.0.y las dos posiciones son la misma. En
caso contrario; 4x — 42 tiene nn inverso en F y

Ct=u= (i — i2)._1(j2 -7

de manera que L; = L. Hemos demostrado que si f # v los cuadrados L
¥ Ln son ortogonales y de esta forma tenemos g — 1 enadrados latines de
orden g mutuamente ortogonales. o 0

iEs posible construir 7 = 1 cuadrados latines de orden n mutuamente
ortogonales si n no es una potencia de un primo? Este es unc de los
problemas no resueltos més famosos de la matemética discreta vy su
solucién supondria un paso adelante importante en muchas aplicaciones.
Sabemos que 1o es posible si & = 6; de hecho, no existen ni siquiera
dos cnadrados latinos ortogonales de orden 6 (lo cual significa que el pro-
blerha de Euler de los 36 oficiales mencionado en el apartado 6.5 no tiene
sohrmon) Durante afios los. mateméticos pensaron que no existia ningin
par ortogonal en el caso n = 10, pero esta conjetura fue refutada en
1960 cuando Bose, Parker y Shrikhande consiguieron construir un par de
cuadrados latinos ortogonales de orden 10. Hasta el momento nadie ha
sido capaz de consbruir un conjunto con més de dos cuadrados pero, por
otra parte, nadie ha su:lo dapaz de demostrar que es inposible.

Ejercicios 16.5

1 Se han de disponer los nimeros del 0 al 99 en un cuadrado 10 x 10
de manera que no haya dos en la misma fila o columna con el primer o
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segundo digito iguales (pard conservar la uniformidad, los enteros del 0
al 9 se representan por 00 hasta 09). Completar la siguiente disposicién
parcial dada en la tabla 16.5.1 y explicar su relevancia en relacidon a los
comentarios del parrafo anterior. :

Tabla 16.5.1

0¢ 47 18 6 29 93 85 34 61 52

86 11 57 28 70 39 94 45 1 02 | 63

95 | 80 | 22 | 67 | 38 | 71 | 49 | 56 | 13 | 04

89 96 81 33 07 148 72 G0 24 15

73 69 90 82 a4 |17 58 01 35 26

68 | 74 | 09 | o1 | 83 | 55 | 27 | 12 | 46 | 30

37 08 75 19 92 84

14 | 25 | 36 | a0 | 51| 62

21 32 43 54 65 06

42 ] 64 05 16 20

2 - Construir una representacién explicita de Fy y utilizarla para construir
un sistema de tres cuadrados latmos mutuamente ortogonales de orden
cuatro. i

3 Renumerar los sfmbolos de los cuadrados del ejercicio anterior de
manera que la primera fila de cada uno de ellos sea 1 23 4.

4 ;Cdmo pueden construirse 63 cuadrades latinos de orden 64
mutuamente ortogonales? {no se valorardn las respuestas frivolas).
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16.6 Geometrias finitas y disenos

Otra aplicacién importante de los cuefpo_s finitos es la construccidn de
disefios. La forma mds sencitla de introducir esta aplicacién es mediante
la geometria analitica elemental.

El lactor estd familiarizado con la representacidn de los puntos de? plano
mediante pares de coovdenadas (z,v)}, donde = e y pertenecen al cuerpo
R. de los niuneros reales. Si tomamos x e y como elementos de un cuerpo
finito ¥, todas las manipulaciones algebraicas de la geometria analitica
clemental siguen siedo vdlidas. Obtenemos un “plano” con un ntmero
finito de “puntos” vy “rectas”, v las rectas resultan ser los hlogues de un
2-disefio en el conjunto de puntos.

Empesarermos por definir un punic como un par ordenado {z,y), donde
x € y son elementos de F,. Una recte serd un conjunto de puntos (z,y)
que satisfacen una ecuacién de la forma

ar + by = ¢,

donde @, & y ¢ son a su vez elementos de Fy, ¥ @ v b no sor ambos iguales
a cero. Hacemos notar que si a # 0 en Fy, la recta determinada por aa,
aby ac es la misma que Ia determinada por a, by ¢

Teorema 16.6. Sea Fy un cuerpo finito dado y definamos los puntos y
las rectas como se ha indicado. Eptonces las rectas son los blogues de un

‘2-disefio en el conjunto de puntos con parametros

w=g¢?, k=g, r9=1 "

DEMOSTRACION: Es evidente que el ndmero de puntos es ¢%; ya que tanto
x como y pueden ser elementos cualesguiera de F,. Hemos de demostrar
que cada recta tiene exactamente g puntos vy que dos puntos pertenecen a
una recta exactamente. )

Sea una recta de ecuacién oz + by = ¢. S b £ 0, cada uno de los ¢
valores posibles de z determina un dnico valor y = b~ — az) tal que
(%,¥) estd sobre la recta, de manera que la recta tiene ¢ puntos. Sib =10
entonces a4 # 0 {por hipdtesis) y la ecuacién se convierte en az = ¢, es
decir, o L

r=a C.
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Fn este caso, los ¢ valores posibles de yen F, nos dan ¢ puntos de la forma
{a7c,y) vy todos estos puntos estdn sobre la recta.

Sean ahora (m1,v1) ¥ (¥2,2) dos puntos distintos. Como %z — z1°e
111 — Y2 1o son ambos cero, la ecuacién ' ’ '

(g1 — y2)z + (2o — T1)Y = TaY1 — DU

es la ecuacién de una recta que contiene a ambos puntos. Si ez + by = ¢
es la ecnacidn de otra recta que también los contiene, entonces

axy + by =.c, axs + byz = ¢

Por lo tanto, . ) .
a(zg — 1) = b{y1 —ya).

Si @) # xp, entonces {z2 — ;)" ! existe en ¥, y podemos escribir -
a=aly — 1), dondea=b{zy—xz) "
Asf pues, b = oty —11); despéjarido ¢ tenemos que

¢ = azy + byz = a{zay1 — T12)

v la recta es la misma que-la anterior. (Si #1 = x2 entonces yy- % ya'y
se Tazona enslogamente.) En conclusién, por cada dos puntos pasa una y
sélo una recta. , : - T |

Tl 2-disefio construido en el teorema 16.6 se concce generalmente como
¢l plano afin sobre ¥,. Podemos calcular los parzimetr_os r1 (ntmero de
rectas que contienen a un punto dado) ¥ 7y (= b, nimero total de rectas)
mediante la teoria general desarroliada en el apartado 4.6 y obtenemos

v -1 7?1 |
= - b= = 1’
st (k_1>?“2 oY g+ |

5 .
U G . . 9
= = [ = - — 1) = =+ gq.
b=ry (k)TI q(Q+) qa°+q

Désde luego, los argumentos que usamos para demostrar ¢l teorema
son igualmente validos en el caso del plano ordinario y funcicnan debido
a. que las coordenadas pertenecen & un cuerpo. Podriamos pensar en el
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planc ordinaric como en un 2-disefio con ¢ infinito v, en ocasiones, lag
propiedades conocidas del plano nos ayudan a visualizar propiedades. de
los planos afines finitos. Por ejemplo, sea ¢ = 3 y consideremos el plano
afin sobre F'3, es decir, sobre Z3. Hay nueve puntos

A=(0,0), B—(0,1), C=1(0,2),

D=(1,0), E=(1), F={1,2),
G=(2,0), H=(21), I=(22),

-y doce rectas, tal como muestra la tabla 16.6.1.

Tabla 16.6.1

Recta Ecuacién lPuntos
Ly z=10 ABC
I =1 DEF
Ls T =2 CGHI
Ls y=1 BEHO
Lg y=72 CrI
Lo z+y=0 AFH
Lg r+y=1 BDI
Lg $+y=2 CEG
Lyo 2e4+y=0 ‘ AET
Ly 2w +y=1 BFG@

- Aligizal que en el plano ordinario, las rectas se dividen de forma natural
en clages de rectas paralelas; en nuestro caso hay cuatro clases con tres
rectas cada una:

" A{Z1,La, L}, {La, s, Lo}, {Lv,Ls, Le}, {Lno, L1, Lis).
Adén mds, las propiedades habituales de las rectas paralelas siguen

siendo vilidas en el plano finito. Cada clase de rectas paralelas contiene
exactamente una recta por cada punto y, mientras que dos rectas paralelas
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no tienen ningin punto en comsin, dos rectas ne paralelas se cortan en un
punto exactamente. ' ' :
Es instructivo-intentar “dibujar” el plano afin sobre ¥y para ilustrar

la nocidén de paralelismo. Sin embargo,; esto sélo es posible si doblamos-

algunas de las rectas (figura 16.1).

Fig. 16.1 El plano afin sobre F';.

Ejercicios 16.6

1 Hacer una tabla con los punfos v las rectas del plano afin sobre Ty
v dibujar el diagrama correspondiente. Explicar por qué este plano en
particular no es muy interesante considerado como 1n 2-diseno:

2 Cuando g es impar, podémos definir el “punto medio” de (z1,11) ¥
(z2,y2) como el punto que tiene por coordenadas (%(m + 1z}, %(yl +y2)),
donde 1 denota el inverso de 2 en el cuerpo Fyy. Sea g = 5 y scan 4, By
C los puntos (1,2}, (3,1) y (4,2), respectivamente.

i) Hallar los puntos medios delos lados del tridngulo ABC.- -
(ii) Hallar las ecuaciones de las “medianas” del tridngulo ABC:

T IOUET Ml
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: (111) Démostrar que 1as médianas tienen un punto en comin G y hallar
~ gus-cootdenadas.’ ' :

3 ;Cudntos puntos contienen las siguientes “conicas” del plano afin sobre
. 4 pu g €

F3? . s LE .
By=2% = ({Hay=1
(i) 2% +9y* =1, ()2 +2%* =1

4 Tgual gue en el ejercicio 3, pero con el cuerpo ¥j; generalizar log

resultados en el caso del cuerpo F, (p primo). [Indicacidn: consuliar el

apartado 16.8 antes de atacar la 1iltima parte.]

16.7 Planos proyectivos -

‘Desde un punto de vista geométrico, el plano afin carece de uha cierta

uniformidad. Dos rectas no paralelas tienen un punto en comtin, mieniras
que dos rectas paralelas no se cortan. En geomelria elemental nos ensefian
a acepbar esta situacién como correcka, pere los matemdticos estudian
desde hace tiempo sisteinas alternatives en los que cede par de rectas

" tienen exactameénte un punto en comin. Esta clase de geometria se conoce
“con el nombre dé geometria proyectiva. Estudiarémos la versién finita de
" la geometria proyectiva ¥ su relacidn con la teorfa de los disefios.

" Consideremos de nuevo el plano afin sobre F3. Para conseguir que las
rectas paralelas se corten introducimos cuatro nuevos puntos W, X, Y y
Z, conocidos como puntos del infinito. Bl punto W se aflade a las rectas
Li,L0, L3; X se afiade a L, Ly, Lg; Y se afiade a Ly, Lg, Lg; ¥ Z se afiade
a Lo, L1y, D1a. Introducimos también una mueva recta Lo, la recta del
mﬁmto que contiene a ios puntos W, X, Y, Z. Tenemos pues :

13 puntos (los zmeve orlglnales y cuatro en el infinito), .

13 rectas (laé doce originales y una en el infinito). .

En conc‘reto’ lag réctaé y los puntOs'que contienen son 105'sig-|1ientes:

ABCW Lz DEFW Ls: GHIW Li: ADGX ILs: BEHX
« OFIX Ly: AFHY Ig: BDIY . Ly: CEGQY. Lyy: AEIZ
Lu BFGZ ILiy: ODHZ Le,: WXYZ.
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Notemos en particular que cada recta contiene cuatro puntos y cada par
de puntos pertenece a una recta exactamente. Tenemos, por lo tanto, un
2-disefio de pardmetros (13,4, 1).

El siguiente teorema muestra c6mo realizar una construceidn andloga
sabre un cuerpo finito cualquiera F y, de esta manera, obtener un 2-disefio
de pardmetros (g% +q+ 1,4+ 1,1). EI disefio resu}tante se conoce con el
nombre de plano proyectivo sobre F.

Tedrema_ 16.7. Si ¢ es una potencia de un pﬁm.o, existe un Z-disefio de
parametros '
v=¢"+q+1, k=gqg+1, r=1

Este disefio tiene la propiedad adicional de que dos bloques cualesquiera
tienen exactamente un elemento en comuin.

DEMOSTRACION: Definimos en primer. lugar la nocién general de
paralelismo en el plano afin sobre Fy, diciendo que las rectas

az+by=c y . o'z +by=1<

son poralelas si ab’ = a'b en Fy. Estd claro gue esta definicidn es
independiente de las ecuaciones elegidas para representar las rectas y que
define una relacién de equivalencia en el conjunto de rectas. Hay g+1
clases de equivalencia de rectas paralelas, repi‘esen'tada,s_ por las'q rectas

r+ fy=20 .(féFq),

y la recta y — 0. Cada punto del plano afin pertenece a una; y sélo a una,
recta de cada clase. . . -

Introducimos ¢+ 1 nuevos puntos 2 7 (f € F7) ¥ Qu, v afiadimos Q
a cada recta paralela a z + fij = 0y §0y a cada recta paralela a y = 0.
Introducimos también una nueva recta Lo que contlene a todos los nuevos
puntos.

Comprobemos -ahora que las rectas son los bloques de un disefio con
los pardmetros deseados. Claramente hay ¢* + g -+ 1 puntos y cada Tecta

- contiene g + 1 puntos, de manera que sélo queda por demostrar que dos

puntos distintos pertenecen a una tinica recta. Sean P y @ dos puntos;
hay tres cascs a tener en cuenta.
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(i) 8i Py @ son ambos puntos antiguos (es decir, del plano afin},
entonces pertenecen a una Gnica recta del plano, que corresponde a una
inica recta en el plano extendido.

{ii) Si P es un punto antigno ¥ ) 1inc nuevo, sea @ = . Entonces P
pertenece a una tnica recta antigua en la clase de paralelismo representada
por 15 v esta es la dnica recta que contiene a P v . Lo mismo ocurre si
Q= Qoo

(iif) 8i Py ¢ son los dos antignos, Le es la diniea recta que los contiene
a ambos. ‘ '

En resumen, dos puntos pertenecen a una finica recta. El hecho de que
dos rectas se corten en un \nico punto es unsa consecuencia inmediata de
la. construccién. ’ . : 0

Podemos calcular los pardmetros vy y 7y (= b) del plano proyectivo
siguiendo el procedimiento usual:

v—1 ¢ +yq
" (k—l)w ( g @b

2
tq+l
v)T - (L“g""“) (g+1)=¢"+q+1.

v=ro=( g+ 1

{Notese que el hecho de que b = ¢> + g + 1 es evidente a partir de
la construccidn, ya que a las ¢ + ¢ rectas del plano afin se les afade
una nueva.) Resumiendo nuestros resultados, podemos ver que hay una
reciprocidad entre los puntos y las rectas del plano proyectivo, puesta de
manifiesto por los hechos siguientes:

hay ¢> +q+1 puntos;
hay q? + g + 1 rectas;

cada recta contiene ¢ -+ 1 puntos;
cada punto pertenece a g + 1 rectas;

cada dos puntos pertenecen a una recta comin;
cada dos rectas tienen un punto en comiin.

i) T
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Ejemplo. Construir el plano proyectivo sobre Fy usando el método dado
en el teorema 16.7.

SoLuciON: Denotemos los puntos del plano afin sobre ¥y mediante A =
(0,0), B=1(1,0), C = (0,1) y D = (1,1). Las seis rectas del plano y sus
ecuaciones son las signientes:

AC: =0, BD: z=1],
AD: z4+y=0, BC:z+y=1,
AB: y=0, CD: y=1

(Nétese que hay tres clases y cada una contiene dos rectas paraleias.) Los
nuevos puntos g, 1 y 2, forman la recta del infinito y se afaden a las
rectas de las respectivas clases en el orden dado. Asi pues, las siete rectas
del plano proyectivo son :

ACSQ, BDQy, ADQ, BOM, ABSQw, CD00, Q000

La figura'16.2 contiene un esquema del plano con la recta del infinito en
la “base”. '

Q'CI ﬂ;‘ 2.

Fig. 16.2 El plano proyectivo sohre Fg.
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Ejercicios 16.7 .

1 Tos trece miembros de los Ritos Satdnicos v del Club de Bridge de
la Universidad de Folornia quieren organizar un programa de manera que

" cada semana cuatro de ellos puedan encontrarse con el demonio, o jugar al

bfidge caso de no tener éxite. Debido a gue son personas temperamentales,
no puede haber dos de ellos en m4s de uno de estos encuentros de a cuatro.
JDurante cudntas semanas puede prolongarse el programa? Obtener un
programa adecuado al niimero maximo de semanas.

2  Un cuadrdngulo en un plano proyectivo es un conjunto de cuatro puntos
tales que tres cualesquiera de ellos no sean colineales. Demastrar que hay
exactamente siete cuadrdangulos en el plano proyectivo sobre Fy. jCudl es
la relacidn entre los siete cuadrdangulos y las siete rectas?

3 '_ SiXY.ZyT soﬁ los puntds de un cuadrdngulo en un plano proyectivo,
se definen los puntos A, B y C como las intersecciones de XY con ZT,

XZcom YT y XT con Y Z, respectivamente. Los puntos ABC se conocen

como los puntos diagonales del cuadrdngulo. Demostrar que los puntos

.diagonales de cualquler cuadrangulo det plano proyectwo sobre Fs son

colineales.

4 Dar un ejemplo que demuestre que el enunciado del sjercicio 3 no es
cierto en el plano proyectivo sobre Fa.

5. Un dvalo en el plano proyectivo sobre F; es un copjunto de g + 2
puntos tales que tres cualesquiera de ellos no son colineales. Demostrar
que el nimero de puntc;s comunes a una recta v a un évalo es o bien cero,
0 bien dos

16.8 Cuadrados en cuerpos finitos

En este apartado utilizaremos el teorema del elemento primitivo pars
determinar qué elementos de ¥, tienen ralz cuadrada. Esto proporciona
una interesante familia de conjuntos diferencia y una familia asociada de

- diseflos.

-8l a es un-elemento primitivo de ‘F,, entoneces los elementos no nulos
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Es evidente que las potencias pares tienen raiz cuadrada, ya que o®™ =
(™). La naturaleza de las potencias impares depende de si g es par (en
este caso una potencia de 2) o impar. .

Supongamos que una potencia impar de o tiene rafz cuadrada,
pongamos a®F1 = g2 Como f es también una potencia de a, tenemos

que 3 = oy

Ck’z(m_k}+l — szm_t_la_?k — a2m+1(‘62)—1 -1 -

El orden de a en el grupe multiplicativo de Fy es ¢—1 y, segiin el teorema
13.4.2, el entero 2{m — k} + 1 ha de ser un multiplo de ¢ — 1. Perq si ¢ es
impar, g —1 es par y 2{m — k) + 1 no puede ser miiltiplo de ¢ — 1. Tenemos
que si ¢ es impar, un elemento ne nulo de Fy tiene rafz cradrada si, y sélo
sl, es una potencia par de un elemento primitivo. {Si ¢ es una potencia de
2, cada elemento de F, tiene rafz cuadrada —véase el gjercicio 16.8.3.)

En lo que sigue nos ocuparemos inicamente del caso en que g es impar.
Denotaremos el conjunto de los cuadrados no nulos de ¥, mediante J;
equivalentemente, [ es ¢! conjunto de los elementos no nulos que poseen
raiz cuadrada, o el conjunto de las potencias pares de un elemento
primitivo a:

O={c? ..., %1}

Por Io tanto, |} = (g~ 1).

En un curso de matemética elemental esirecuente dedicar algtn tiempo
a discutir la raiz coadrada de —1. La cuestidén de la rafz cuadrada de —1
en F, también es importante, y el teorema siguiente nos da la respuesta.

Teorema 16.8.1. Sea ¢ una potencia de un primo impar. Si ¢ = 1
(mod 4), entonces —1 tiene raiz cuadrada en Fy, pero sig=3 (mod 4},
—1 no tiene raiz cuadrada.

DEMOSTRACION: Demostraremos en primer lugar que

ale=1/2 —1,

donde o es un elemento primitivo de F,. En efecto, la ecuacién 22 = 1

" tiene dos soluciones en Fy, ya-que el grupo multiplicativo es ciclico y tiene

orden par (esto resulta de la caracterizacién de los grupos ciclicos dada
en el teorema 13.9). Es evidente que las dos soluciones son 1 y —1. Por
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Gtm parte, como « tiene orden g — 1, tanto &% ' como a(9=1/2 satisfacen
= 1 y-han de ser iguales a 1 y —1, respectivamente. :
De acuerdo con las consideraciones previas al teorema, az(e=1) g un
cuadrado si,.y sélo si, 1(g — 1) es par; es decir,

3la—1)=2m,
obleng=4m+ 1. Este es el resultado enunciado. J

En ¢l siguiente teorema demostraremos quesi ¢ =3 (mod 4), en cuyo
caso —1 no es un cuadrado, el conjunto [} de los cuadrados de Fy es un
conjunto diferencia: es decir, Ia diferencia z —y (z,y € [J) toma cada valor
no nule el mismo nimero de veces. s

Teorema 16.8.2. Si ¢ es una potencia de un primo de la forma 4n + 3,
el conjunto [ de cuadrados no nulos de ¥y es un conjunto diferencia con
pardmetiros (dn + 3,2n + 1,n). En otras palabras, cada elemento no nulo
de I, puede expresarse como una diferencia de dos cuadrados de n formas
distintas.

DEMOSTRACION: Sea z un cuadrado de F,, digamos z == ¢? con { # 0.
Habra un- cierto mimero de manéras u de expresar 2 como diferencia de
Cuadrados y una expresion tlplca serd, - : :

z= u2 — v
Demostraremos qué cualkquier otro elemento no nulo w de F, puede
expresarse como diferencia de cuadrados del mismo ndmero de maneras.
Si w es un cuadrado, w = w?, entonces

- (wq—l)zc'““ —p% (B=wcl ey,

Para cada expresmn de z como dlferezlma de cuadrados existe una

expresmn correspondiente para w:
w = (Bu)? — (Bu)’.

Por ofra parte, si w no es un cuadrado, es una potencia impar de un
elemento primitive. Como —1 no es un cuadrado, es también una potencia

= L .
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impar del mismo elemento primitivo y —w = {—1)w es una potencia par
de dicho elemento. De aqui se deduce que —w es un cuadrado, —w = 62,
y que . - . : .
w= 4% = ~(0C VP = (=) (y=007 € By,

De nuevo, para cada expresién de z como diferencia de cuadrados existe
una expresion correspondiente pa,ré 2w

w = (7)? — ()

Hemeos demostrado que cada elemento no nulo de ¥, posee el mismo
nimero g ‘de representaciones come diferencia dé cuadrados.

Ahora bien, || = (g — 1) = 2n + 1, de donde el nimero total de
diferencias de cuadrados distintos es 2n{2n+1). Como hay g— 1 =4dn+2
valores no nulos v cada uno de elios ocurre p veces, tenemos que

2n{2n + 1) = p(dn + 2)

¥ ¢ = n como queriamos demostrar. , . |

Si p es un primo de la forma 4n+ 3, el teorema nos dice que el conjunto
[1 de cuadrados no nulos de Z, es un conjunto diferencia de pardmetros
(4n+3,2n+1,n), lo cual generaliza el resultado demostrado para p = 23
en el apartado 6.4. Del teorema 6.4 se desprende que los. conjuntos O+ 14
(i € Zy,) son los bloques de un 2-disefio con los mismoes pardmetros.

Puede usarse el misme método con los conjuntos (14 ¢ en cualquier
cuerpo finito Fy si ¢ es congruente con 3 mddulo 4. Observemos que en et
caso general no tenemos una construccién ciclica en el sentido del apartado
6.4, ya que el grupo aditivo de Fy no es un grupo ciclico. Sin embargo, lo
importante es que si ¢ es una potencia de un primo y congruente con. 3
médule 4, slempre podemos construir un 2-disefio con pardmetros (g, %(q -
1)! %{q - 3)) '

Una propiedad especialmente Gtil de tales disefios es que pueden
extenderse ficilmente a un 3-disefio. Veamos ef caso ¢ = 7, eh el que
el 2-disefio proviene de 0= {1,2,4} en Z7. Los blogues del 2-disefio son

124, 235, 346, 450, 561, 602, 013.

El disefic extendido tiene. dos tipos de blogues. El primero se obtiene
afiadiendo un-nuevo objeto co a cada uno de los bloques iniciales 'y el
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segundo tomando el complementario {en Z-) de cada uno de los blogues
iniciales. De esta forma se obtienen 14 bloques:

00124, 00235, o346, oodB0.  ooBBL, o602,  cob13,
0356, 0146, . 0125, 1236, 0234, 1345, 2456

Una comprobacién cuidadosa demuestra que tenemos un 3 chseno con,
parémetros (8,4, 1).

No deja de ser sorprendente que el mismo procedimiento funcione para
cualguier 2-disefio con pardmetros (dn + 3,2n + 1,n), pero asi es y, en
consecuencia, tenemos una familia infinita de 3-disefios con parametros
(4n 4+ 4,2n + 2,n).

Ejercicios 16.8

1 Calcular el conjunto O de cuadrados no nulos de Zig y construir con
¢l un disefio de pardmetros (19,9,4).

2 Construir un 3-disefio con pardmetros (20,10, 4).

3 Demostrar que si ¢ es una potencia de 2, entonces todd elemento de
F, tiene raiz cuadrada. [Indicacidén: un entero 4 con 1 <4 < ¢—1 es irhpar
si, y sdlo sl, (g — 1) + 4 es par.]

4 Sea F* el grupo multiplicativo del cuerpo finito F,;. Demostrar que [
es un subgrupo de £ y que su indice es 2 si g es impar y 1 si g es par.

5 FExplicar cémo construir un 3-disefio con pardmetros (28, 14, 6).

3,

16.8% Fxistencia de cuerpos finitos

En este apartado demostraremos que pafa' cada primo p y'cada' entero n >

- 1 existe un polinomio irreducible de grado 7 de Z;[z]. De aquf deducirernos

(tecrema 16.3) que existe wn cuerpo finito de orden p™.

El método de la’ demostracién es conceptualmente muy sencillo:
obtendremos una férmula general para el ndmero N,(p) de polinomios
monicos irreducibles de grado n de Z,[x] y demostraremos que N, (p) no
es cero. De todas formas, el trabajo necesario para establecer la férmula

es considerable y la mayor parte tiene que ver con la-demostracién del.

siguiente resultado algebraico:
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~Fn Zylx] cada polinomio mdnico drreducible cuyo grado
divida a n ocurre una, y sélo una; vez en la faclorizacion
del polinomio ©° — y no hay otros factores.

Antes de demostrarlo, veamos cémo conduce al resultad{) principal.

Teorema 16.9. Para cada primo p y cada entero n > 1, eﬁs_te un
polinomio ménico irreducible de grado n de Zypla].

DEMOSTRACION: Sea NV, (p) el niimero de polinomios miinicos irraducibles
de grado n de Z,[z]. Segiin la afirmacién anterior, la factorizacién de
27" — z en Z,[z] contiene Ny{p) factores de grado d para cada divisor d
de n. Estos factores coniribuyen en dNy(p) al grado total, que es p™; de
aqui se deduce la ecuacion : ‘

= Z aNa(p)
dln

Aplicando la férmula de inversién de Mobius (teorema 4.5.2) con f{n) = p™

y g{d) = dNy(p) se cbtiere

= ud)p™'?, |

din

es decir,

= % > pldp/e.

dln

En la suma del miembro derecho el término con € = 1 es p™ -y los otros
términos tienen la forma +p?, con 4 < n. Por lo t'mto una cota mfeuor de
N, {p) viene dada por

oo : -
Nn@)ZE(ﬁ”m(ﬁ”’l+p”.’2+---+p+l))
_ui R |
T\l p—1 /"

que es estrictamente mayor que cere. Al ser N, (p) un ntmerc entero, se
tiene N, (p) > 1, tal como se afirmaba. R
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Noétese que para n = 1 la férmula nos da N, (p} = p, en concordancis
con el hecho deque todo polinomio ménico . —« con @' de Zy, es irreducible.
La f6rmula confirma también los resultados que thuvmlos para Na(p) v
Ns{p) por razonam1ento directo en el apartado 15 8, es decir,

“Na(p) = §(u(1)p* + u(2)p) = 1(z* - p),
Na(p) = 3(u(1)p® + u(3)p) = 1(* - p).

A continuacidn nos embarcamos en la demostracién del resultado sobre

la factorizacién de zP. — 2 en Z,{z]. Descompondremos 1a demostracién
en ires pasos. '

(I) Sid es un divisor de n, todo polinomio ménico irreducible de grado
d es un factor de " - z.

(II) El grado de cualquier factor ménico irreducible de " — 2 es un
divisor de .

{(III) Los factores irreducibles de z7" — z son todos simples. -
Sin = mk tenemos la férmula

2" 1= (2" - 1)(z(k_15m FEm
Si tomamos z igual 2 un primo p, deducimos que -
mn = P11,
mientras que si z es una variablé polinémica, deducimos que
%‘m]n = ™ =12~ 1.
Los dos*; reéultados conjuntamente ﬁos dan

L i P e

Conmderaremos esta Ultima como una propledad del anillo de polinomios
Z,{z], donde el primo p se mantendra fijo en lo que sigue.

DEMDSTRACI(’)N DE (I). Es evidente que €l polinomio z es un factor de
¥ —z, va que .
aF = (Y - 1).

16.9 Bxistencia de cuerpos finitos 417

Vamos a demostrar que cualguier otro polinomic ménico irreducible cuyo
grado divida a 7 es un factor de z* "=1 _ 1. Consideremos en primer lugar
un polinomio lineal z—a con a # 0. Segtn el teorema de Fermat, oP ™1 = 1,
1o cusl implica que = —a es un factor de ¥ 1-1,quea BU vez €5 un factor
de z7"~1 — 1. Asf pues, z — a es también un factor de 2% ~! — 1.

Sea f(z) un polinomio ménico irreducible de grado d > 2. Sabemos
que las clases de equivalencia [h{z)] de polinomios con rispecto a la suma,

y producto médule f(x) forman un cuerpo de orden p¢. Denoternos los
elementos de este cuerpo por (0] ¥

sy ha@)l, . [hal@)] (= 9% = 1),

Las clases
[zha (@), [wha(@)], - [whe(2)]

son también, en un cierto orden, representantes de los elementos no nulos :

del cuerpo, de forma que
|z ()} who ()] - [ehe(w)] = (ha (@) [ha(2)] - - - [e(2)]-
Si reordenamos la ecuacion obtenemos '

[ (@) - ()] = (@) - u()],

con lo que [z*} = [1}, o bien

[« — 1] = [0].

Esto significa que 27" =1 — 1 es un miltiplo de (a:), ya. que la clase 0] estd
forma,da por los miliiples de f(z). Como dln P 1 es un muiltiplo de
2P ~1 — 1, y también de f(z). . :

DEMOSTRACION DE (IT}. Sea g{z) un factor ménico irreducible de 2 —z
y de grado m > 2. Sean =ms+r,donde § <7 <m. Demostraremos que
el caso v > 0 no puede darse. : :

Sea F el cuerpo de orden p™ formado por lag clases de pohnomms
médulo g(z). Por el apartado {I), 27" ~ x es un milsiplo de g{z}, con lo
que " y z pertenecen a la misma clase en ¥: La igualdad

£ ms+r

P = (p)p

j
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implica. que z?" A i
xp’]? que 77 estd en la misma clase que z* . Como suponemos
— % es un multi ié ‘ Tus

il ulthlo de. g(qsr), tambxen 2 pertenece a la misma clase .

o nsecuencia, £ y zP pertenecen a la misma, clase en F. e

I'azo . - . . £ - . ’

: namiento anterior indida que, dado u i i
pelinomio h(mpr) 1 bti i ’ " ninomio M),
pe o que se obtiene sustituyendo = por P estd en la mi

se que k(x), Pero segt jercici Ry

. oin el gjercicio 15.4.5 te i i

o nemos que A{s? ) = h(z)?

(@) = ()] = (=) | = (=)

TY tra.s p
B;la.bras Ca;d“l;
] 2 1xl d 1 5] i
E 8} O e 1o p elemen‘ﬁOS de_ F €8 raiz de 1'(1 cecuaclon

2 3 =0 S e
s ST > 0, la ecuacién tiene grado p” y no puede te o
a qu .o S ner
divi , vya que m > 1. La nnica posibilidad es v = 0 y m result P
ivisor de n como afirmébamos. : - esulta ser un

( ) e

ACION E l‘ SOID nos queda deﬂlostlal" que un po 10MIC
i uct 1 k(m) G p‘iled S ac p de T — . S

IIEd 1 b e e Ser urn f “) multl 18 F 1

k() = ko + ki + -+ ki,
podemos definir su derivada formal k'(z) como ei poliﬁomio
E(x) = ky + 2kom + - - + uky,z¥ L.

Esta definicid i i
x ,Hmi tee nicion es -independiente de cualquier razonamiento de pas
pa'rtiéula; plero c?ncuerda_.e;on las reglas del cdlculo inﬁnifesimalpEo
, la regla de. la derivada del pr wodo
; : ) el producto es la us )
elgostrarse mediante 1in cdleulo directo (ejercicio 15.9 15)u el v e
° 9.15).
pongamos que k(z) es un factor miltiple de z®" — z, de forma
. que
g -z = k(x)?1{x)
para algin i(z} de Z,[ i i
plzl. Si derivamos formal i
recordamos que p" = 0 en Zy, se obtiene que mente o eonacion ¥

=1 = 2k(@)E ()i(x) + b(z)1 (z).

Pero esto impli ,
plica que k(z) es un factor de —1
—1,locualesi i
ne k . ) €5 1Im QSlb]e
o (z) sea constante. Hemos demostrado finalmente el rzsultadz menOESi

-
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Ejercicios 16.9-

1 Obtener las formulas para Ny(p) . Ns(p) y Ne(p).

2 ;Cuantos polinofuios ménicos irreducibles hay de grétdo 4 en Zolxl?

Hallarlos todos.
3 Hallar los factores irreducibles de 26 — = en Zsz].
N,(2) para 1 < n < 10. Pé;ra‘

4 Tormar una tabla-con 1os valores de
del primero total de polinomios

cada n caleular el porcentaje aproximado
moénicos de grado 1 de Zin[x} que son irreducibles.

n subconjunto S de F es un

5 Sea F' nn cuerpo finito. Se dice que U
ciones

subcuerpo si los elementos de § forman un cuerpo con las opera
de F. ' S

(i) Demostrar que la carac

{ii} Demostrar que 515 =p° v |Fi

[Indicacién: el grupo multiplicativo
multiplicativo de F.] '

(iii) Obtener los posibles érdenes de los subcuerpos

teristica de S es igual & la de F. . .
= p", entonces 5 €8 UL diviser de -

de S es un subgrupo del grupo

de F64.

16.10 Ejercicios diversos
de Z31

1 Hallar el menor entero positivo que representa a un elemento primitivo
9 Demostrar que z*+7° 4+ 2%+ z+1 es irreducible en Z.5[x] pero 1o es primitivo.

3 Hallar todos los valores de b para los cuales #? £ z4-b es un polinomio primitivo

de Zirlz]

4 ;Cuéntos puntos contienen las o afin sobre F37

“curvas” siguientes del plan
G F£+yt=1 2 +ay+y =0

conjunto de tres puntos ¢ue 1o

5 Un tridngulo en un ptano proyectivo es un /
I nimero de $ridngulos del plano

pertenecen a tha recta comiin. Demostrar que e
proyectivo sobre F,es toi(g+ 1){g? +q+1)-

§ Demostrar que z° + 1 es irredncible en Ziplr] si, y solo si,p=3 {med 4}.
alfabeto i, salve la

7 Sea X el conjunto de las palabras de lbngittxd n en el
abras % ey come la

palabra nula 00...0. Se define la suma X +¥ de dos pal
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palabra cuyo digito ¢-ésimo es la suma (en Zs) de los digitos i-ésimos de x ydey.
Demostrar que el conjunto B de los 3-subconjuintos de X de la forma {x,7, x+y}
es un 2-disefio de pardmetros (2™ — 1,3,1).

8 Sea b un elemento primitivo' de ¥, y, para cada entero positivo n tal que
b # —1, definase J{n) mediante la ecuacién o™ + 1 = 5" Copstruir una tabla,
de J(n) para los cuerpos Fy v Fyz (respecto de elomentos primitives adecuados)

9 Demostrar que si J{n) es como en el gjercicio anterior, siempre que J(n — m)
esté definido se tiene
. B BT e bm+:f(n—m).

{J(n)esel logaritrho de Jacobi. Es un instrumento il para calcular en cuerpos
finitos.}

10 El grafo de incidencia de un plano proyectivo es el grafo bipartito & =
{(VUW, E), donde V ¢s el conjunto de punttos, W el de rectas y vw es una arista
siempre que el punto v pertenesca a larecta w. Demostrar que el grafo de incidencia
es un grafo regular de cintura 6 que tiene el minimo mimero de vértices compatible
con estas propiedades {comparar con €l ejercicio 8.8.20.)

11 Sean py, p, ..., py primos congruentes con 1 médulo 4 y sea g un divisor
primo de 4{p1ps - - p)? + 1. Demostrar que —1 es un cuadrado en Z, ¥ deducir
que existen infinitos primos congruentes con 1 médulo 4.

12 Se dice que un polinomio 4,2 + ap_ 12" 1 4 -+ 4 gz + ag de grado par es
Teciproco 8l a; = an_; (0 < i < in). Demostrar que un polinomio recfproco no
puede ser primitivo.

13 Demostrar que si 10 es un elemento primitive de! cuerpo Z,, las
representaciones decimales de las fracciones 7/p {1 <7 < p — 1) son periddicas de
periedo p ~ 1 y difieren vinicamente en permutaciones ciclicas,

14 Para cada potencia ¢ de un primo, sea Lj el complementario de [} en r,
Demostrar que si g = 4dn + 3, entonces [2 es un conjunto diferencia con pardmetros
(dn+3,2n+2,n+1).

15 Utilizande el método eshbozado al final del apartado 16.8, demostrar que un
2-disefio con pardmetros (4n + 3,27 + 1,7n) puede extenderse a un 3-disefio con
pardmetros (4n + 4,2n + 2, n).

16 R.A. Fisher, pionerc en el uso de disefios ¥ cuadrados latinos en la
investigacién agricola, propuso el siguiente problema.

En un grupe de dieciséis personas, cuatro son inglesas, cuatro escocesas, cuatro
irlandesas y cuatro galesas. Hay cuatro de 35 afios, cuatro de 45, cuatro de 55
¥ cuatro de 65. Cuatro son abogados, cuatro doctores, cuatro soldados y cuatro
clérigos. Cuatro son sclteros, cuatro casados, cuatro viudos y cuatro divorciados.
Fizalmente, cuatro son conservadores, cuatro socialistas, cuatro liberales ¥ cuatro
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fascistas. No hay del mismo tipo en una categoria que sean iguales en obra categoria.
Tres de los fascistas son: un abogado inglés soltero de 65 afios, un soldado escosés
casado de 55 y un doctor irlandés viudo de 45. Ademds, el socialista irlandés tisne
35 afios, el escocés conservador 45 y el clérigo inglés 55. $Qué puede decirse del
abogado galés?

17 Supongamoes dado un 3-disefio con pardmetros (10,4,1). Demostrar que si
quitamos los bloques que no contienen un objeto dade = v eliminamos z de log
bloques restantes, el resuitado es un 2-disefio con parémetros (9, 3,1). Utilizar esta
construccidn a la inversa para obtener un 3-disefio a parkir del planc afin sobre ¥;.

18 Demostrar que si ¥ es un cuerpo cuyo grupo multiplicative es ciclico, entonces
|| ha: de ser finito.

19 Demostrar que todo polinomio cuadrético de Z,[z} puede escribirse como el
producto de dos polinomios lineales a coeficientes en Fpe. '

20 Construir una representacién explicita de F16 y determinar -todos sUS
subcuerpos. - - - :




:

LR

17 Cddigos correctores de errores

7.1 'Palabrés, cédigos y errores

Al- enviar un menéajé télex a gran distancia, puede hab_er alguna interfe-
renciay el mensaje puede no recibirse exactamente tal como fue enviado.
En estas circunstancias hemos de ser capaces de detectar errores y, si
es posible, corregirlos. El lenguaje corriente proporciona facilidades para
esto, ya que‘aigunas secuencias de letras no tienen sentido. Asi pues, si
recibimos el mensaje TE QUIERP, podemos estar seguros de que se ha
producido en error y no serd dificil corregirlo. Pero las propiedades de
deteccién v correccién de errores del lenguaje corriente no son uniformes:
si el mensaje recibido es TE QUIERO, no podemas saber con certeza si el

mensaje es corvecto. |

Mensaje Mensaje
- Palabra Palabra Carregir
Codificar e o ¥ o
corTupEs descodificar

Fig. 17.1 Bl proceso de codificacién ideal.
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Un enfoque més sistematico es representar los mensajes mediante pa-
labras escogidas del alfabeto binario {0, 1}, ya que de este modo un error
no es més que la confusién entre un 0 y un 1. Las palabras binarias
escogidas corresponden a los mensajes reales segiin un conjunto de reglag
preestablecido que conocen tanto el emisor como el receptor. En una
situacion ideal, el proceso funcionaria como en la figura 17.1.

El emisor codifica el mensaje seleccionando la palabra binaria que le
ha sido asignada; después se transmite a través del canal y, debido a las
interferencias, el mensaje se corrompe. Una ves recibido, se corrigen los
errores del mensaje corrupto y el receptor descodifica la versién correcta
utilizando las mismas reglas que se utilizaron en Ia tradiccién del mensgaje
original. Nétese que este tipo de proceso de endificacién no pretende la
confidencialidad; al contrario, el objetivo es reconstruir exactamente el
mensaje recibido, aunque haya sido alterado en la transmision.

Es conveniente utilizar palabras de la misma longitud en todos los casos.
Hay 2" palabras binarias de longitud n y denotaremos el conjunto de todas
ellas por V™. Por ejemplo,

¥ = {000, 100, 010, 001, 110, 101, 011, 111}.

Cada uno de los sfmbolos de una palabra es un bit (una contraccién, en
inglés, de “binary digit”, digito binario}. Un cédigo binario de longitud n
no es mas que un subconjunto € de V™ y los elementos de C son las pala-
bras del cédigo. Cualquier subconjunto vale, pero en la préctica elepiremos
aquellos €' que tengan propiedades adecuadas para la deteccién, v si es
posible correccidn, de errores.

Supongamos, por ejemplo, que los mensajes que queremos ser capaces
de enviar son arriba, abajo, izquierda, derecha. Podrlamos usar cualquiera,
de los siguientes cédigos.

Cédigo Longitud arriba abago izquierde derecha

Gy 2 00 10 01 11
Cy 3 000 110 011 101
Cs 6 - $00000 111000 -~ ©C1110 110011

El cadigo ) es muy econdmico, pero no tiene ninguna capacidad de
corregir errores. Si se envia la palabra 00 ¥ ocurre un error en el primer bit

m
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de la transmisidn, la palabra recibida serd 10. Esta es también una palabra,
del codigo, con lo que el receptor serd incapaz de detectar el error.

Fl eddigo C5 es mejor, ya que es capaz de detecter un error individual.
Si se altera un bit de una palabra cualquiera (el § se transforma en 1, o el
1 en 0), la palabra resultante ya no es del cédigo y el receptor sabra que se
ha producido un error. Pero no hay forma razonabls de corregir el error.
Ya que si enviamos 000 y se produce un error en el primer bit, la paldbra
recibida 100 también podria igualmente ser el resultado de un error en
el segundo bit de la palabra 101 (figura 17.2). En términos préicticos, la
deteccidn de errores sin posibilidad de correccidn es Gtil sélo si el receptor
puede solicitar la repeticién de un mensaje en el que se haya detectado
algin error. '

arriba=000

]— derecha=101

abajo=110 :

1

-Fig. 17.2 La deteccidn de errores no es suficiente.

Es evidente que el cédigo Oy requiere més esfuerzo que los demds, pero
puede detectar y corregir algunos errores. En concreto, si suponemos que
se ha producido un tnico error en la transmisién de alguna palabra, es
posible decidir qué palabra se ha emitido. Por ejemplo, si recibimos 110000,
la tinica palabra del cddigo gque puede obtenerse modificando un solo bit es
111000. Por supuesto, es posible que hays errores‘en dos o més bits, pero
la probabilidad de que esto ccurra en la prictica es mucho menor que Ia
de un solo error. _ _ '

Ha ilegado el momento de formalizar las ideas introducidas hasta ahara.
Usaremos simbolos vectoriales a, b, c; ..., para las palabras de V™ y

|
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definiremos la distancia &{a, b) como el némero de bits en que difieren
a y b. Por gjemplo, r g

a(1101, 1000) =2,
9(1010101, 1100100) = 3.

4

ST A

La distancia & posee tres propiedades sencillas:
) 9xy)=0 = x=vy,

(i) A(x,y) =0y, x),
(iif)  I(x, y) < O(x,2) +0(z,y).

S6lo la tercera requiere algin esfuerzo (ejercicio 17.1.4).
Dado un cédigo C, denotaremos por ¢ la distancia minima entre
pares de palabras distintas de ¢

§ =min{d(a, b)|a,b € C, a # b}.

Para, los cédigos Ch, Cy v C3 anteriores, § es 1, 2 ¥ 3, respectivamente.

La distancia entre dos psalabras mide el nimero de errores que han
de ocurrir para que una se transforme en otra. Asi pues, si la distancia
minima de un cédigo es & vy no se producen més de & — 1 errores en la
transmision, el receptor seré capaz de reconocer que la palabra recibida no
es del cddigo. Si e producen § errores, la palabra emitida puede convertirse
en otra palabra del cédigo. En consecuencia, podemos decir que un cédige
de distancia minima & puede detectar con seguridad hasta § — 1 errores (y
en algunos casos més).

En el contexto actual, estamos mas interesados en la correccidn de
errores. Las ideas esbozadas en la discusién del cédigo Cs sugieren que,
si se recibe una palabra errdnea, debiéramos suponer gue la palabra del
c6digo enviada es la més cercana (en el sentido de la distancia 8). Esto se
conoce como el principio de descodificacién del vecino mds préximo: se
resume diciendo que si r < s, es mds prebable que se hayan producido r
errores que § errores. El siguiente teorema establece la relacién entre & ¥
el nlimero de errores que pueden corregirse utilizando este principio.

Teorema 17.1. Un cédigo C puede corregir e errores con el principio del
vecino mds proximo si la distancia minima cumple

§> 2e+1.
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DEMOSTRACION: Supongamos que se envia una palabra c del codigo v,
habiéndose producido e errores en la transmmision, se rec1be la palabra =z,
Por definicién de 9, tenemos que d(c, z) = e. :

Sea ¢ otra palabra del cédigo. Entonces, por la propiedad (111) de 3, la
definicién de § y la hlpoteszs, - ‘

5!‘_(0, z} + 8(z, ) zla(c,c’)
> 8
> 2e+1.

Resulta que e + 87(2, ¢') = 2e + 1, es decir,
ANz, ) zet 1

Vemos que c es la inica palabra del cédigo a distancia e de z yel principio
del vecino mis préxima da la solucién correcta. 0

Ejercicios 17.1
1 Hallar la distancia minima § de cada uno de los siguientes cddigos.

(1) {0000,1100,1010, 1001, 0110,0101,0011,1111} en V*; 2
(i) {10000,01010,00001} en V3
(iif) {00000, 101010, 010101} en V5.

Determinar en cada caso el numero de errores que pueden ser detectados
v corregidos.

2 ;Cusl de los codigos del ejercicio 1 puede extenderse mediante la
lnclusién de una palabra adicional sin modificar §7

3 Construir un’cddigo €' en V8 que codifique cifico mensajes y corrija un
error. C

4 Demostrar la “desigualdad trianguiar”
Ax, y) < 8(x, )+ 8(z, ¥),

i

donde %, y v = son palabras de V™.
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17.2 Cédigos lineales

Fl conjunto ¥ de todas la palabras binarias de longitud n puede equiparse
con una estructura algebraica de varias maneras. La méds sencilla es hacer
de V™ un grupo definiendo x4y como la palabra que se obtiene sumando
los correspondientes bits de x e y mddulo 2. Por ejemple,

1011001 + 1000111 = 0011110.

Es facil comprobar gue con esta definicidn de la suma, V™ se convierte
en un grupo. Como grapo no es mis que (%)™, el producto directo de n
copias de Zg. .

Definicidén. Un cédigo C en V™ es lineal si a+ b es de ' siempre que lo
sean a y b. Equivalentemente, ' es lineal si, y sdlo si, es un subgrupo de
v, ' ' o

Los cddigos 7 y Cp discutidos en el apartado anterior son lineales;
pero el cddigo Oy no lo es, ya que 111000 y 110011 son de (5 pero

111600 + 110011 = 001011

no lo es.

Del teorema de Lagrange se desprende que, al ser un subgrupe de V™,
el tamafio |C} de un cédigo lineal es un divisor de V™| = 2. Asi pues, |C]
es un extero de la forma 2% con 0 < k < n: el entero & es la dimensién
de C. _
Hasta el momento hemos definido tres pardmetros (véase ia tabla
17.2.1) que determinan la utilidad prictica de un cédigo lineal.

Tabla 17.2.1
Nombre Simbolo 7 Signiﬁcado'
Longitud n Las palabras son de n bits,
Dimensién k Hay 2% palabras disponibles.
Distancia minima ) Pueden corregirse hasta e errores,

siempre que § > 2e + 1.

La refacién entre estos pardmetros es lo que hace de la teorfa de la
codificacién un reto para los matemdticos. Para poder enviar un buen
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nimero de mensajes sin demasiado” esfuerzo, quisiéramos que k fuese
razonablemente grande en relacién a n. Pero si el cédigo contiene muchas
palabras, la distancia entre ellas serd, pequefia ¥ podrin corregirse pocos
€rrores.

Eje,rggl/b(. Sea C' un cédigo lineal de longitud n y dimensién k. Demostrar
que si e es el méximo ntmero de errores que puede corregir ', enfonces

e () )

Dedueir que ningdn cddigo lineal de longitud 17 y dimensién 10 puede
corregir més de un error.

SOLUCION: Si ¢ es una palabra de fongitud n, el nlmero de palsbras que
pueden obtenerse modificando = bits de ¢ es (’:) ¥a que podermos elegir r
entre n bits. Sea Se(c) el conjunto de las palabras que pueden obtenerse

modificando como méximo e bits de ¢, de forma que

s (e (e ()

Si C corrige e errores, los conjuntos S, (c) ¥ Se(c’} han de ser disjuntos
para cualesquiera, palabras distintas ¢ y ¢’ de C. Por lo tanto, V™ contiene
IC] = 2% subconjuntos mutuamente dlSjlll’itOS de tamafio |S.{c)|, con lo
que .

. 9" > 9F |Se(c)]

¥ ya tenemos el resultado.
Sin =17y k= 10, tenemos que

14 (T) 4 (Z) =1+17 1136 = 154,

que es mayor que 217710 = 193 ¥, en consecuencia, 1o es posible corregir
dos (0 mds) errores. O

Una ventaja importante de los codigos lineales es que la distancia
minima puede calcuiarse de un modo relativamente simple. Esto es debido
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& que la distancia entre dos palabras no cambia si afiadimos la misma

palabra a ambas:

Ix+ay+a)=3x,y) (xyacVm.

En particular, si definimos el peso w(z) de una palabra z como el nimero

de unos en z, tenemos que w(z) = 8(z, 0) y

8()(? y) = 8(X_YJ:Y—Y) = B(Xﬁ Y10)
=w{x—y).

Nétese que, al ser 1a suma médulo 2, x — y es lo mismo que x -+ y.

Teorema 17.2. Sea ' un cédigo lineal y sea Wmin €l peso minimo de las
palabras de C, exceptuando 0. Entonces la dzsta.ncm m}mma de C viene

dada por
§ = Winin-

DEMOSTRACION: Sea ¢* una palabra de €' tal que w{c*) = wm. Como

¢* y 0 son palabras del codigo, tenemos que

§ < 9(c”,0) = w(c*) = wnin.

a - - P 2
Por otra parte, si ¢! y ¢? son dos palabras a distancia minima, ¢! — ¢

también es de ' (por ser lineal) y

§ = 8(01,{:2) =w(c' — (:2) > Wiin.

Bl célculo directo de § a partir de la definicién requiere que hallemos las
distancias entre cada par de palabras del c6digo, mieniras que el teorema
17.2 nos dice que es suficiente calcular el peso de cada palabra—una mejora

considerable (ejercicio 17.2.5).

~ Ejercicios 17.2

1 Para cada nz 1, el eédigo que contiene inicamente las dos palabras

900...0y 111, ..1 de longitud n es lineal. ;Qué valores toman &k y 87

v

mo e i e e

e T
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2 Dada una palabra x de V", sea S3(2) el conjunto de palabras que
pueden obtenerse a partir de x cometiendo dos errores como maximo,
Demostrar que )

12| = £(0* + 7.+ 2)
Deducir que si I es un cédigo cualquiera (no necesariamente lineal) de
longitud 8 que corrige dos errores, entonces |E| < 6.

3 ;Cudl es la dimensién médxima de un cddigo lineal de longitud 8 que
corrija dos errores? Construir uno de ellos.

4 Sea (' un cédigo lineal. Demostrar que el subconjunto de ¢ que contiene
las palabras de peso par es también un eddigo lineal. Deducir que las
palabras de peso par son, o bien fodas las de C, ¢ la mitad exactamente
de ellas

3 Sea C un cédigo con m pa.labras y definamos una operacmn” como el
célculo del peso de una palabra. Demostrar que el niimero de operaciones
necesarias para hallar la distancia entre cada par de palsbras de O es
O(m?). Si C es lineal, explicar como hallar la distancia minima de ¢
mediante un método que requiera O(m) operaciones Gnicamente.

17.3 Construccidén de cddigos lineales

Sea. H una matriz binaria de n columnas y sea X' la palabra x de V™
considerada comio vector cohimna. En particular, 0° denota ¢l vector
columna formado por ceros. Si a y b son palabras tales que

Ha =Hb =0,
entorces a+ b tiene la misma propiedad, ya que
H{a+b) = Ha' + Hb - 0.
En otras palabras, el COIlJthO C’ definido por
C={xe -V”Efo:O’}_

es un codigo lineal. La matriz H se conoce habitualmente como tms matriz
de comprobacién de la paridad, aunque nosotros abreviaremos y la
llamaremos matriz de paridad.
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Ejemplo. Hallar las palabras del cédigo determinado por la matriz de
101 0y
= (0 11 1) '

SoLucion: El codigo contiene todas las palabras binarias x1m2$3$4 que

paridad

cumplen
Ty
1 010 L - 0.
(O 1 1) T3 _(0>’
T4
es decir,

$1+Q?3:0, To+x3-Fx4a =0

Si recerdamos que la aritmética se lleva a cabo en Zy, podemos reescribir
las ecuaciones como

X1 = Tg, Ty = T3 + Lq.

Si asignamos valores a z3 y x4, entonces z; v za quedan determinados.
Hay cuairo maneras de elegir x5 y z4 (00, 10, 01 y 11), que dan lugar a

las palabras
0000, 1110, 0101, 1011. O

El método descrito en el ejemplo nos permite canstruir cddigos en V™
de cualquier dimensién. Tomamos una matriz binaria H de Ia forma

10 0 - bz bz o bips
91 0 - b baz - bopr
0 0 - 1 By by e br,'n.f'r'

er la que hay r filas y n columnas. Una palabra z1zs ...z, definida por
la matriz de paridad H satisface las ecuaciones

1 =buZra +b2Zz o+ s Tn
%2 =bo1%r1 +bootryn o b p_rin
Tr = 0p1Try1 + br2$7‘+2 +-e b'r'-,n-Jrﬁ:u
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y estas ecudciones determinan. z,%g,...,%, si damos valores a
Ttls Trg2y - - -y T Hay 2777 maneras de elegir estos Gltimos valores, de
mode que chtenemos un cddigo de dimensién k=n — r.

Desde un punto de vista tedrico, el orden de las columnas de H no es
importante, ya que una reordenacién de las cohunnas corresponde a una
recrdenacién de los bits de las palabras del cédige. Por lo tante, podemos
tomar H en la forma descrita anteriormente y diremos que H estd en
Jorme estdndar.

Ejercicios 17.3

1 Hallar todas las palabras del cédigo lineal asociado a la matriz de
paridad

12010 ¢ 1
6 001 1.01
1011001
0 000011

2 ;Qué valor tienen los parametros n, k v § del cédigo construido en el
ejercicio 17 .

3 Queremos ser capaces de enviar 128 mensajes diferentes y caaa mensaje
ha de representarse como una palabra binaris de longitud 11. Explicar
cémo construir un eddigo lineal para este propdsito. ;Es posible construirlo
con la propiedad adicional de que § > 3, de modo que pueda corregirse un
error? \

4 El profesor McBrain ha decidido que se le asigne un “nimerc de
identidad” en forma de palabra binaria a cada estudiante de matemdticas
de la Universidad de Folornia.

(i) Si hay 53 estudiantes, hallar la dimensién minima de un cédigo kineal
para este propésito {se supone que algunas palabras quedardn sin asignar).

(ii) Si el cdigo ha de permitir la deteccidn de un error, hallar la minima,
longitud posible. ' '

(iil) Hallar una matriz de paridad de un cédigo que cumpls las
condiciones enunciadas en (i} y (ii). ;Tiene el cddigo resultante la
propiedad de correccién de errores exigida? '
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17.4 - Correccidn de errores en cédigos lineales

Hay una manera muy sencilla de comprobar si el cédigo lineal definido por
una matriz de paridad corregird al menos un error.

Teorema 17.4. 5i H no contiene ninguna columna de ceros y no hay dos
columnas iguales, el cédigo (7 definido por la matriz H es capaz de corregir
i error.

DEMOSTRACION: Segin el teorema 17.1 hemos de demostrar que § > 3y,

por el teorema 17.2, esto es equivalente a wm;n > 3.

Supongamos gue € contiene una palabra a con w(a) = 1. Enfonces a
tiene un tnico bit igual a 1: supongamos que es ¢l bit en la posicién 3. Como
los bits restantes son todos 0, Ha’ es igual a-la i-ésima columna hi® de H
v la condicién Ha' = 0/ significa que h(® estd formada enteramente por
ceros, contrartamente a la hipétesis. Por lo tanto, ' no contiene palabras
de peso 1.

Supongamos que ' contiene una palabra b con w(b) = 2, de forma que
b tiene unos en las posiciones i y 7. Entonces '

Hb = h® 2+ h(j),
con lo que Hb' = 0’ implica que h® = h{?); contrariamente a la hipétesis.

Hemos demostrado que ¢ no contiene palabras de peso 2 v que Wi, > 3.
0

Ejemplo. (i) Sea r un entero positivo. ;Cuél es el méximo niimero posible

de columnas en una matriz binaria con 7 filas que satisface las condiciones
del tecrema 17.47 _ , .
(ii) Caleular una matriz de este tipo si r = 3 y hallar el cédigo corves-
pondiente. . _ .
(iil) Hallar los parémetres n, k y & del codigo para cualguier valor de r.

SoLvucton: (i) eada columna de la matriz tiene  elementos y cada uno de
ellos es 0 o 1. El nimero de columnas distintas es 2" y, como una de ellas
no estd permitida (la columna 0), el ndmeroc méximo es 27 — 1.

(ii) Una forma natural de hallar la matriz es hacer que las columnas
correspondan a las representaciones binarias de los enteros 1,2,...,7 en
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orden, es decir,

H=

L B o
S = o
= O
oo
»-Ao-»—\
O = s
e

De esta forma aseguramos que cada una de las 7 posibles columnas
aparezca sélo una vez. Nétese que si reordenamos las columnas de forma
que las 4, 2 y 1 queden colocadas en las tres primeras posiciones, tene-
mos la forma estdndar discutida en el apartado anterior, Sin embargo, es
perfectamente posible trabajar con la matriz anterior v nos proponemos
hacerlo.

Las ecuaciones que resultan de Hx' = 0 son

Tg = T5 + g + x7,
Tg = XT3 + g + X7,
Tl =3 +T5 + x7.
Dados zg, 5,26, 77, los Testantes q,xs, x4 guedan determinados. El

cédigo contiene 24 = 16 palabras, que pueden obtenerse como en la tabla
17.4.1

S

Tabla 17.4.1 7

T3 Ty Ty Ty Ty Ty X4 X w{x)
0 0 0 0 00 0 00 D 0 0 0 0 0
6 0 0 1 1 1 1 1 1 06 1t 0 0 1 4
0 0 1 0 0o 1 I 6 1 010 1 0 3
0 0 1 1 10 © T 00 0 0 1 1 3
0 1.0 9 1 0 i 1 0.0 1 1 ¢ 0 3
0 1 0 1 0 1 0 01 0 0 1 0 1 3
6 1. 1 0 11 0 1 1 ¢ 0 1 1 0 !4
0 1 1 1 6 0.1 060 01 1 1 1 4
1 0 0 0 1 1 0 11 1.0 0 0 0 3
1.0 o0 1 o 0 1 o0 1 190 6 1 3
1 0 1 9 1 0 1 101 106 1 ¢ 4
10 1 1 0 1 0 0011 ¢ 0 1 1 4
1 1 0 o 0 1 1 01 1 1 1 0 0 4
1 1 0 1 1 0 0. 1 0 1 0 1 0 1 4
1 1 1 o 0 0 ¢ 0 0 1 0 1 1 © 3
1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 7
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(iii) En la parte (i} demostramos que n = 27 — 1. Para cada palabra del
codigo, los v bits 1, Ta, T4, . . ., Lar—y estdn determinados por los restantes
97 —1—r bits, tal como vimos en (ii}. La dimensién es, pues, k = 2" — 1,

El teorema 17.4 nos dice que § > 3. De hecho, la palabra 11100---D es
del cédigo para todo r > 2 {jpor qué?) y tiene peso 3, de modo que § = 3.

O

Tos codigos del ejemplo anterior se conocen como cddigos de
Hamming (en horor de R.W. Hamming). Tienen como pardmetros

n=2" -1, k=2" —1-m, §=3

v, puesto que § = 3, pueden corregir un error. De hecho, los codigoes de
Hamming son los mejores cddigos con esta propiedad, en el sentido de que
tienen el maximo nimero de palabras. Para demostrarlo, sea C un cddige
de longitud n con § = 3. El conjuntc de palabras que pueden obtenerse a
partir de una palabra ¢ con un sélo error es S1{c) —siguiendo la notacién
del apartado 17.2— y tenemos que [Si{¢)] = n -+ 1. Como § = 3, los
conjuntos Sy{c) no se solapan y, como el nimero total de palabras es 27,
debe ser
0l x (n+1) <2

Si ¢ es un cédigo de Hamming, entonces |C] = 2%, donde k=27 — 1 —r,
yn+1=2", de modo que se tiene una igualdad y |C] alcanza el méximo.

Fl razonamiento del parrafo anterior es un caso especial del estudiado
en el ejemplo del apartado 17.2. 8i fijamos el niimero de errores corregidos,
un argumento de cardcter general proporciona una cota similar para
|G1. Los cédigos que alcanzan esta cota se dice que son perfectos;
desgraciadamente, son mily €Scasos. :

El teorema 17.4 es un resultado tedrico. Nos dice que si H cumple
ciertas condiciones sencillas, el cédigo asociado [C| serd capaz de corregir
un error usando €l principio del vecino mds proximo. En la préictica nos
gustarfa saber cémo corregir el error sin tener que comparar la palabra
recibida con todas las palabras del cédige. Por fortuna, es posible hacerlo
de manera sencilla.

Supengamos que se envia una palabra del codigo ¢ y que se comete un
error en e} bit -ésimo. La palabra recibida es

zZ=cC+te,
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donde e es la palabra que tiene todos los bits a 0, salvo el +-ésimo que es 1.
Por lo tanto,

Hz' = H{c+e) = Hc' + He'.

Como ¢ es del cédigo, tenemos que Hc¢' = 0’ y He' es igual a hi¥), Ia
colummna, 1-ésima de H. Resumiendo, el siguiente p]."OCGdHIlleIltO detecta y
corrige errores aislados del cédigo C.

{i) Si z es la palabra recibida, calcular Hz'.
(ii) Si Hz' = 0’, entonces z es del cédige.
(iii) Si H#' # O/, hallar la columna h de H tal que Hz' = hi¥ y
cambiar el i-ésimo bit de z.

Supongamos, por ejemplo, que usamos el cédigo que tiene la matriz de
paridad dada en el ejercicio 17.3.1 v que recibimos la palabra z = 1110111.
Calculamos -

Hz = [1010},

vemos que es la primera columna de H y deducimos que se ha producido
un error en ¢l primer bit y que la palabra enviada es 0110111,

Los codigos de Hamming proporcionan una aplicacién especialmente
pulida del principio de correccion de errores que acabamoes de describir.
Si la matriz de paridad de un cédigo de Hamming viene dada en la forma
estandar, la columna b no es més que la representacién binaria de 4.
De modo que si la palabra recibida z contiene un error, entonces bz es
1a representacidn binaria de la posicién 4 donde se ha producido e} error.
Por ejemplo, supongamos que recibimos la palabra z=01110.1 0 en el
cddigo de Hamming de longitud 7 descrito en el ejemplo. Entonces

0
He' =1(1],
1

v como 0 1 1 es la representacion binaria de 3, tendremos que corregir el
tercer hit. La palabra correcta es, pues, 010101 0.
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Ejercicios 17.4
1 Sea ' el ¢odigo lineal definide por la matriz de paridad

110101
11 00 10
101 1 0°0

Si recibimos la palabra 110110 y sélo se ha prdducido wn error, jqué
palabra se ha enviado en realidad?

2 Calcular una matriz de comprobacién para el eddigo de Hamming de
longitud 15. ;Cudntas palabras tiene el cédigo? Si suponemos queias
columnas de la matriz se han escrito en el orden natural, como en la
parte (ii) del ejemplo, jcudles de las siguientes son palabras del cochgo'?

011010110111000
100000600004011
110110110111111

Corregir aquellas palabras gue no son del cédigo suponiendo que se ha
cometido sélo un error.

3  Queremos ser capaces de enviar 256 mensajes medmnte un cédige lineal
que Corrija un error. :

(i} ;Cuél es la minima longitud posible del c6digo?
(i) Obtener una matriz de paridad adecuada.
{it)) Si han de corregirse dos errores, hallar una cota inferior para la
longitud del cédigo.

4  Demostrar mediante razonamientos aritméticos que no puede existir
un. codigo perfecto de longitud n que corrija e errores en los casos

(Yn=be=1 (i)n=10e=2

17.5 (Cédigos ciclicos

En este apartado denotaremos los bits de una palabra a de longitud n
mediante agaias .. . an—1. Bl motivo de esta curiosa eleccidén se explicard
en breve.

o e g
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Se dice que un cddigo € es ciclico si es lineal y si
apa182 ... 01 € C = Gn_18001...05.2 € C.

La palabra & = a,_100a1 ... Gn—2 €8 ¢l primer desplazamiento ciclico
de a. 51 C es ciclico, las palabras que se obtiener de a mediante un niimero
cnalquiera de desplazamientos ciclicos, tales como

Gili+i - - - Gn;ﬂlﬁ‘- ERRC A
también son.de &. Por eJempio El Codlgo
{O(}O 110 011, 101}

discutido en el apartado 17.1 es ciclico. .

Los cédigos ciclicos son dtiles por dos razones. En el fado prictico,
pueden realizarse mediante mecanismos sencillos conocidos como registros
de desplazamiento. Esta es una cuestion importante, pero 1o es adecuado
entrar en los detalles en un libro como el nuestro.

En el lado tedrico, que si nos concierne, los codigos ciclicos pueden
construirse e mves’mga,rse por medio de la teoria algebraica de los anillosa
de polinomios.

-La clave del tratamiento a.lgebralco de los codlgos ciclicos -es- la
correspondenma entre

- la palabra Cam=agty...ln_1 . - en V7
, §
y o B

el polinomio  a{z) =ap + 12+ -+ apozz™ '

en Zg[T{

En esta corfespondencia, el primer desplazamiento ciclico & de a’ se
representa por el polinomio &{z), donde

#(z) =an_1+agz+---+ an_gx”“'l _
ﬂ,"(Cbo +ayx+ -+ an_lxﬂul) — a.ﬂul(’.u“n — 1) )

= za(z) — an_1(z" — 1).

Como los coeficientes pertenecen a Zig, podriamos sustituir todas las restas
por sumas, pero conservaremos los signos — para una mayor claridad. El
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resultado del cilculo puede expresarse diciende que 4(x) esigual a ma(a:)
médule z7 — 1.

En el apartado 16.3 vimos cdmo, dado wn polinomio f(z), la suma
y producto médulo f(x) puede interpretarse formaimente como la suma
y producto de clases de equivalencia de polinomios. Las clases de
equivalencia forman un anillé y, si f(z) es irreducible, tenemos incluso
un cuerpo. Bn este caso el polinomio f(z) es " — 1, que no es irreducible
salvo en el cago trivial n = 1. De hecho, la factorizacién de 2™ — 1 jugaré
un papel importante en la teoria subsecuenie.

Denotaremos por V™[] el anillo de polinomios médulo ™ — 1 con coe-
ficientes en Zy. Trabajar médulo 2™ —1 es lo mismo que sustituir 2™ por"l,
z™H por z, 2**2 por 22, etc., de donde se signe claramente que cada clase
de polinomios médulo z™ — 1 tiene un finico representante de grado menor
que n. Utilizaremos siempre este representante para denotar la clase de
equivalencia, ya que de esta forma la correspondencia entre palabras de
V™ y clases de V™[] es del todo evidente. Por ejemplo,.en V¢,

110101 serepresenta por 1+ +z° 4 °
010110 serepresenta por 4 a° + 2%,

donde los polincmios son en realidad clases de V9[z]. En resumen, {enemos
una correspondencia biyectiva entre V™ vy V*{z] tal que, si a{z} y b(z)
corresponden a a y b, a(x) +b(z) corresponde aat+by :m( ) corresponde
al primer desplazamiento ciclico &. ‘

Hn el teorema 17.5 demostraremos que un COdlgO Clchco de V7™

‘corresponde a-un tipe particular de subconjunto de V™{z]. Los algebristas

estudian este tipo de subconjuntos por diversos motivos y les dan un
nombre especial.

Definicién. Sea R un anilio con un producto conmutativo. Se dice que
un subconjunto S de R es un ideal si

i) abesS = a+bes

(iiy reRyacS = rach.
En otras palabras, §' es cerrado respecto de la suma. y respecto del producto
por cualquier elemento de R.

Teorema 17.5. Un codigo de V™ es mchco s, y 86lo si, corresponde a un
ideal de V™{z]. S :
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DEMOSTRACION: Sea C' un cédigo ciclico representado por un subconjunto
de V™{z]. Como C es lineal, si a(z) y b(x} son de €, también lo es a(x) +
b(x} y se cumple la primera condicién para ser un ideal. Como za(x)
representa el primer desplazamiento ciclico de a(z), tenemos que za(z) es
de C' siempre que lo sea a{x). Repitiendo el mismo rezonamiento, z'a(z)
es de ¢ slempre que lo sea a(x), para todo ¢ > 0. Todo polinomio p(x) es
suma de potencias 2 y, como C es lineal, p{z)a(z) es de C. Por lo tanto,
' es 1n ideal. ‘ ‘

Reciprocamente, si C es un ideal, 1a condicidn (i) nos dice que representa
un eddigo lineal, mientras que la condicién (ii) nos dice (en pariicular) gue
za(z) es de C siempre que lo sea a(z), de modo que C es ciclico. ol

El teorema implica que la construccién de cédigos ciclicos de longitaud n
es equivalente a la construccidn de ideales en V™ {z}. Esto no es Gnicamente
una sofistificacién matematica como pudiera parecer a primera vista, ya
que existe una manera simple de construir ideales. De hecho, en el siguiente
apartado veremos que esta manera sencilla es esencialmente la #nica.

Sea f(x) un polinomio de Zg[z} con gr f(z) < n, de forma que f(z) esla
representacién natural de una clage de V" [z]. Es evidente que el conjunto
de todos los multiplos de f(z) en V™{z] és un ideal, ya que si a{z} v b(z)
son miltiplos de f(x), también lo son a(z)+b(x) y p(z)a(z) para cualquier
p{z). Denotaremos este ideal por < f{z) > y nos referiremos a él comao el
ideal generado por f(z).

Por ejemplo, sea

flz) =1+2% en V3¥z]

Tabla 17.5.1
p{x) p{z)flz) mod (#* —=1)  Palabra
0 0 0 0 0
i 1+ 22 1 0 1
x 14z 1 1 0
14z z+z? g 1 1
x? T+ z? g 1 1
14 a2t i+z i 1 0
T+ o 142 1 o 1
I+a+22 0 0o 0 0
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Multiplicando  f{z) sucesivamente por todos los p(z) de V3] (y
acorddndonos de reducir médulo 23 — 1) se obtiene la tabla 17.5.1 Asf
pues, el ideal < 1+ z? > {iene exactamente cuatro elementos

0,142+ 22,1+ 2%
y el c6digo correspondiente en V*® es el cédigo Oy del apartado 17.1;

Cy = {000,110, 011,101},

Ejercicios 17.5
1 ;Cusles de los siguientes cédigos son ciclicos?

(i) {000,100,010}; (i) {000, 100, 010, 001};
(iii) {000,111};  (iv) {0000,1010,0101, 1111}

2 Calcular las palabras del cédigo ciclico correspondiente al ideal < 1+
z + z* > de V3[z] y hallar una matriz de paridad para este cédigo.

3 Demostrar que el ideal < 14z > de V®[z] corresponde al cédigo de
V® formado por todas las palabras de peso par. ;Sigue-siendo cierto si en
lugar de 5 tomamos un entero cualquiera n > 27

17.6 Clasificacién y propiedades de los cédigos ciclicos

Fl siguiente teoremas justifica la afirmacién de que cualquier cédigo ciclico
puede obtenerse por el método eshozado al final del apartado anterior.

Teorema 17.6.1. Sea C un cédigo ciclico {un ideal) de V™[z}. Existe un
polinomio g(x) de C tal que

C=<glz) > .

DEMOSTRACION: 8i C es el cidigo &rivial formado Gnicamente por el
polinomio cero, entonces ¢ =< 0 >. En caso contrario, C contiene un
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polinomio no nulo g{z) de grado minimo. Sea f(z) un elemento cualquiera,
de C; el algoritmo de divisién (tebrema 15.5) nos da

fz) = blz)g(x) +r(z),

donde grr(z) < grg(z) o bien r(z) = 0 (recuérdese que el polinomio cero
no tiene grado}. Al ser f(z} y g(z) ambos de C y ser C un ideal, tanto
b{z)g{x) como - o b o
b(z)g(z) — flz) =r(z)

son de €. A menos que r{(z) = 0, esto contradice la definicién de g(z)
como un polinomic de grade minimo en €, Por lo tanto, f(x) = b(z)g(x)
y C =< g(z) > tal como afirmgbamos. ' O

El polinomio g{z) de la demostracién esté univocamente determinado
por la propiedad de ser el de menor grado de C. Ya que si tanto g; (z) como
g2(x) tuvieran esta propiedad, tendrian el mismo grade y sus coeficientes
dorminantes serfan iguales a 1 {como los coeficientes son de Zy, lgs Gnicos
coeficientes posibles son 0 y 1}. Como C es un ideal, g1 (x) — g2(=) serfa
tamblen de C'y, si no fuera cero, su grado seria estrictamente menor que el
de g1(z) y ga(z), contrariamente & la h_lpot6518 En consecuencia, §;(z) =
g2(%).

En el ejemplo al final del apartado anterior chmos una lista con los
clementos del ideal de V3{z] generado por 1+ z*. Si observamos la lista
veremos que en este caso el unico polinomio no nulo de grado minimo
es 1 +x y el teorema 17.6.1 nos dice que es un generador del ideal. En
general, un cédigo ciclico puede tener mds de un generador, pero sélo uno
de ellos tendrd prado minimo. A este vinico polinomio con esta propledad
le Hamaremos el generador candnico de C.

Teorema 17.6.2. Bl generador candnico g(z) de un cédigo ciclico (0 de
Vil es un divisor de 2™ — 1 en Za[z].

DEMOSTRACION: Utilizamos de nuevo el algoritmo de divisén en Zq[z] v
tendremos que existen polinomios h(z) ¥ s(x) tales que :

"o 1= g(a)he) + s(a)

con grs{z) < grg{z) o s(z) = 0. BEsta ecuacidn irﬁplica que s(z) =
g{z}h({x) en el anillo de polinomios V"[z] médulo z™ — 1. Como C es el
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ideal de V™{z] generado por g(z), resulta gque s(z) es de C. Esto contradice
el hecho de que g{z) sea de grado minimo. en ¢, a menos que s(z) = 0.
Por lo tanto

T —1=gl{z)h(z) en Zy[z]

y gueda demostrado el resultado. N 0

Volviendo de nuevo al ejemplo en V3{z], comprobamos que el generador
candnico divide a =% — 1:

2 —1=(1+2){1+z+2%) en Zajz]

Tos teoremas 17.6.1 v 17.6.2 no son sélo aplicaciones elegantes de la
teoria de los anillos de polinomios. Veremos a contintacién que, dado
un generador candnico g(z) de C, podemos determinar ficilmente la
dimensién y una matriz de paridad de C.

 Sea ™ — 1 = g(z)h(z) en Zglz], donde '

9(x) = go+ 17 + -+ g™ ¥, h(z) = ho Gt Pzt .
Vale la pena observar que los coeficientes “extiemos” go, hd L On. k y hk han
de ser todos 1, ya que el producto de los polmemlos esz"—1. Bl pohnomlo
g{z) corresponde a la palabra '

g=gog1 gn-k00---0
de V“ y los “polinomios wig{z) (1 < i < k — 1) cdfresp_onden a los
desplazamientos ciclicos de g, es decir, las palabras N '
g =00+ 0gogr -+ gn—00---0,

donde hay ¢ ceros al principio v k — 1 — 4 ceros al final. Utilizaremos
la notacién especial h para la palabra cuyos primeros & + 1 bifs son los
coeficientes de A{z) en orden inverso, seguidos de n — k — 1 ceros:

h = hyphpoi--ho00---0.

Denotaremos por H la matriz (n— k) x n que tiene por filas hylesn—k—1
primeros desplazamientos ciclicos de h, es decir, .

hg o kg O -
0 hy - hy O

0 ... : hi - ho
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Teorema 17.6.3. La mairiz H es una matriz de paridad del cédigo ciclico
O =< g{z} > y la dimensién de C es k.

DEMOSTRACION: Sea c¢(z) = f(z)g(z) un elemento cualquiera de ¢ con

F@) = fot+ fiw+ o+ foaz™!
Desarrollando el producto se tiene que
o(z) = foglz) -+ frzg(m) + - -+ frorz™gla),

con lo que la palabra c correspondiente a ¢z} viene dada por

c= fog+ flg(l) 4 fac18n-1-

Para demostrar que H es una matriz de paridad de € (es decir, He' = 0')
¢s suficiente ver que Hg(l) =0 para0<i<n—1 @

8i igualamos coeficientes en el producto g{#)h(z) = z™ — 1, se obtienen
las ecuaciones

goh1 + g1ho =10 (coeficiente de ),

goha + grh1 + gaho =0 (coeficiente de z?),

| In—k—1h + Gnerhp-1=0 (coeficiente de ™).

Por otra parte, como los coeficientes dé 1 ¥ =™ son ambos igu\ les a 1,
tenemos que ' - ' ' ?
o S goho + ga-rhe =0

Si recordamos que gn kils--->9n—1 ¥ Pk, ..., An_1 son todos cero, las

n ecuaciones pueden escribirse como

RyGn_kt; + hk—19n—k+j+1 + -+ hogpay =0

para j =0,1,...,n — 1 y los subindices tomados médulo n. Para valores
adecuados de j, el miembro izquierdb de la ecuacidon es la expresion que
aparece al evaluar A g( - Por lo tanto, A g(z) = 0 como se afirmaba.

Finalmente, sea y = tigy1 - - - Un—1 de C. La primera ecuacion gue resulta
de Ty’ =/ es o

w = heto + Apo1yn - A P,

i
1
!
i
t
i
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va que hg = 1. Por lo tanto, los valores de yo,%1,...,¥Uk-1 determinan
el valor de y;. La sigulente ecuacién determina y,yq en . términos
de wyo,v1,-.-,%, ¥ asi sucesivamente. Hay Zk valores posibles de
Yo, U1, - - - Yu—1, de donde |O] = 2%, 0

La teoria precedente indica,-que para describir los cddigos ciclicos de
longitud n hemos de hallar los factores de z™ — 1 en Zq[z]. Por gjemplo,
sin =T la factorizacién de £7 — 1 en polinomios irreducibles es

g0 1= 1+ +z+ {1 +a* 4%,

(Esta factorizacién estd relacionada con los resultados del apartado 16.9:
al ser 8 = 22, el conjunto de factores irreducibles de z® — z en Zg[z] ha de
consistir en todos los pelinomios ménicos irreducibles cuyo grado divida
a 3). La ecuacién muestra que 27 — 1 tiene exactamente ocho divisores en
Z|x]; son los divisores triviales 1 y 7 — 1 juntamente con

1422+ 28,
(1+z+a*) 1+ 22+ 2%).

1+ =z, 1+m+$3,
(I+z)i+z+2%), (I+z)(l+2"+2%,

Cada uno de los divisores genera un cddigo ciclico y los teoremas 17.6.1
vy 17.6.2 nos aseguran que son los dnicos cddigos ciclicos de longitud 7.
Es evidente que < 1 > es el cddigo que contiene todas las palabras y
<’ —1 >=< 0 > es el c6digo que consta de la dinica palabra 0'. Los
resta.ntes tienen mds interds. En particular, sea C el cédigo que tiene g(z) =

14z +2® como generador canérico, de forma que, en la notacién anterior,

h(a:):(1+:U)(l+$2+3:3):l+z+$2-}-w4.

Fl teorema 17.6.3 indica que la dimensién de C' es 4 y que una matriz de
paridad de C es

1 063111400
01 01110
0610111

Puede comprobarse que las columnas de esta matriz son las mismas que
las del cddigo de Hamming de longitud 7 (gjemplo del apartado 17.4)
pero en diferente orden. Bl cddigo €' es, esencialemnte, igual al cddigo de
Hamming. ’

o
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El lector atento habrd observado que no kemos dicho nada acerca de
fa distdneia minima 6 de un cddigo ciclico en general. Para ciertas clases
de cédiges “clelicos es pomble obtener resultados extremadamente tiles
acerca de §; estos resultados, junto con los teoremas obtenidos en este
apartado, 31gn1ﬁca11 que tales cddigos son importantes en la teorfa y en la
practica. Pero estas cuestiones pertenecen a un curso de teoria de codigos
que, ‘esperémoslo, atraerd al lector una vez acabado este libro.

Ejercicias 17.6

1 Hallar los factores irreducibles de z° <1 en Zz[ 1y determinar todos los
cédigos ciclicos de longitud 5 (hay cuatro, todos ellos més bien triviales).

2 Describir todos los cédigos ciclicos de longitud 7.
3 La factorizacién de 25 — 1 en polinomios irreducibles en.Zyiz] es
L4
Pl=(14+2) 0 +z+2)1 +x+2H(1 + 2+ 1Y)
x(1+z+ 3% + 27 + 4.

(1) Explicar la relacidn con los resultados del apartado 16.9.
(il) (Cudntos cédigos ciclicos hay de longitud 157 :
(iii} Hallar un generador candnico de un cddigo ciclico eqmvalente al
codigo de Hamming de longitud 15.

4 Utilizar los resultados del apartado 16.9 para hallar el ndmero de
factores irveducibles de z°2 — z en Zs{z} y determinar el ntimero de cédigos
ciclicos de longitud 31. Hallar un generador candnico de un Cédié%ciclico
equivalente al cédigo de’Hamming de longitud 31.

17 7 Ejercicios dlversos

1 Calcular los parametros (n k,8) del cédigo lineal que tiene por mairiz de

paridad
0 1-1-0 0N -~
(1‘0-010)_
1 1 0 0 1

2 Decidir si las siguierites palabras son o no del cédigo definido en el ejercicio 1
¥ corregir aqueilas que no lo sean bupc;mendo que se ha cometido un solo error.

(1) 11111, (11) 01104, (111) 01100

17.7 Ejercicios diversos 447

; Cuéntas palabras, en total, no pueden corregirse cambiando s6lo un bit?

3 Sea C un codigo de peso minimd-ﬁ = 3. Demostra;r que existe una palabra x
tal que ' ' : :
d(x,c1) =1, 8()( cz) =2,

paa ciertas palabras ¢; y ¢y de C. LQue demsmn puedo toma.rse si IGCIblmOS x7

4 Calcular la matriz de paridad del cédigo lineal formado por todas las palabras
de longitud 7 de pesc par.

5 TUtilizando el método del apartado 17.2, demostrar que no exdsté ningiin cédigo
( en V*® que tenga distancia minima, § = 3 y |Cl=46.

8 Demostrar, con un anélisis completo de poszblhdades, que el resuitado del
ejercicic anterior sigue s1end0 clerto si susthLumos la condicidn iC] = 6 por |C] = 5.

7 ;Para cudles de los siguientes valores de (n, k, 6} es posible que exista un codigo
lineal que los tenga como pardmetros? .

G (12,7, 5), (i) (11, 4, 5)

8 Sea C un cédigo lineal de longitud n v dimensién k, y sea.i un entero 1' < ¢ < n.
Demostrar que .
C(] = {C S GlCz = 0}

es un codigo lineal de dimensidn £ — 1.

g Demostrar con un razonamiento aritmétice que un cédigo C' de longitud n = 6
y distancia minima § = 3 ha de cumplir [} < 9. Comprobar que ne existe ningin
cédigo con |G = 9 ¥ construir uno con {Cf = 8.

1¢  Sea € un codigo binario de longitud n capaz de cortegir dos errores y ademés
perfecto. Demostrar que

(i) n? 4+ n + 2 es una potencia de 2;
(ii) existe un tinico valor n < 10 que cumple la condicién (i}; .
{iii) existe un cddigo €' con las propiedades exigidas v el valor de n obtemdo en
(it), perc es trivial. : :

Cateutar el siguiente valor de n para el que se cample (1) (desgraciadaments, peude
demostrarse que no existe ningin cédige en este caso, ni para cualquier otro valor
de n).

11 Obtener una condicién andloga a (i) del ejercicio anterior para un cédigo
perfecta que corrija tres erroves v demostrar que la condicién se cumple paia n = 7
y 1 = 23 (en el siguiente E!JE!I‘CICIO demostraremos que cuando n = 23 existe un
cédigo no trivial). .

"
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12 Demostrar que el polinomio &% — 1 puede escribirse como (z — 1) f(z)g(z) 18 - Funciones generadoras

b ! en Zo[z], donde f(z) y g(z) son polinomios de grade 11. Demostrar que el cédigo
} ciclico génerado por f(z) (o por g{x)) es un cédigo perfecto capaz de corregir tres
5
E
1

Errores.

13 Sean C, y (C; codigos ciclicos de Jongitud n con generadores g1 (z) ¥ gafa)}, |
respectivamente. Demostrar que

Ci+ Gy ={xecV*|x=cy+cy paraciertos ¢; € 0y, o3 € Ca} |

es un cédigo ciclico con generador med{(g; (z}, g=(2)}.

=

5 14 Demostrar que los codigos de Hamming son ciclicos. T 18.1 Series de potencias y sus propiedades algebraicas
i: 15 Demostrar que si un cddigo ciclico contiene una palabra de peso impar, : : :
i enfonces contiene la.palabra 111--- 1. . En el capitulo 15 se observé que un polinomio no es mas que una sucesién
. ii 16 Sean By, Bs,...,B; los bloques de un sisteina de Steiner triple con siete de coeﬁ’mentes. Las sucesiones correspondientes tienen la propiedad de
modelos 1.2 7. Definimos un conjunto € de siete palabras w('), w(® . € w(? tener sélo-un nimero finito de términos; més exactamente, solo tienen
en V7 mediante . : un nfimero finito de términos ne nulos. Sin embargo, pocas de- las

sucesiones que se encuentran en la practica comparten esta propiedad y

WD = {1 sij e By,
para poder estudiarias algebralca.mente introduciremos una generahzacmn

4 0 en ofro caso.

Demastrar que ' es un codigo con distancia minima 3.
4 g del concepto de polinomio.

17 Sea C el cédigo construido mediante el método del ejercicio anterior, pero El objeto que corresponde a una sucesién infinita (ap), de la misma
usando un plano proyectivo Fy en lugar de un sistema de Steiner triple. ;Cudl es manera gue un polinomio corresponde a una sucesiér finita, es una serie
la distancia minima de C7

de potenczas A(x), y se escribe

K 18 Sea S el conjunto de las palabras de peso 3 de un cédigo de Hamming de
: longitud 27 — 1. Para cada w de S se define un subconjunto B de {1,2,... 2= 1}

i mediants la regla | ~
I , 1ER &= w=1 \

i

Alz) =ag + a1z +agz® +---.

- N i ) Al igual que con los polinomios, no nos preccuparemos del significado del
Demostrar que los conjuntos B son los bloques de un sistema de Steiner triple.

o simbolo x ¥ de sus potencias; su funcién no es mds que la de sefialar la
i . posicion de los coeficientes.

Las series de potencias pueden sumarse y multiplicarse exactamente

como los polinomios. Si tenemads

g

A(z) = ag+ a1z + aga”® 4 -+, B(gg):bg+blg;+bz;c2+...,

entonces

Alz) + Blz) = (ao + bo) + (a1 + b))z + {ag + ba)a® 4+ -,
A(iﬂ)B(Q?) = G’,{]bg - {G.gbl - (Ilbg):E + (G.Dbz -+ tllbl + G2b0)$2 + LRI
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En otrag palabras, si C(z) = A(z) + B{z) y D(z} = A{x)B(x), entonces
los coeficientes ¢; y d; de C'(z) vy D{z) vienen dados, respectivamente, por
las ecuaciones :

Ci = Gy + by, d; = agh; + a1b;_1 +-"'+(L;bg (’1,20)

Con estas definiciones, las series de potencias con coeficientes en un anillo
conmutativo K son elementos de otro anillo conmutativo, denotado por
R[lz]]. Comprobar los axiomas de anillo es tan trivial (e igunalmente
tedioso) como en el anillo de polinomios Rfz|. Sefialemos que R[z| es
un subconjunto de R[fz]] y forma un anillo con las mismas operaciones
algebralcas por este motivo se dice que Rz} es un subaniilo de R{{z]].

De aqui en adelante, supondremos con frecuencia que los coeficientes
de nuestros pDhIlOInlOS v series de potencms pertenecen d un cuerpo F.
Tanto Fiz] como F{[z]] son anillos, y no cuerpos, pero F mLL 8¢’ parece
mds & un cuerpo gue Fiz}, ya que tiene muches més elementos inversibles.
Recordemos (gjercicio 15.5.4) que un polinomio es inversible en F'[xz] sélo
en el caso trivial en que es una constante no nula La situacién en Fiz]]
es mucho més prometedora.

Teorema 18.1. 8i F' es un cuerpo, la serie de potencias
A B(z) =bo+ bz +bex? ..o,
as inversible 'en-F[[m]-} si, y s6lo si, by # 0.

DeEMOSTRACION: Si B(x) es inversible existe una serie de p‘é encias U(z)
tal que B(z)U(z) = 1, es decir, \

(bg + b1z + boz® + - Yug +urz +ugz® ) = 1.

Tgualando los coeficientes del termmo constante se obtiene byug = 1 de
forma que by # 0.

Recfprocamente, supongamos que by # 0. Para determinar U(:r:)
debemos considerar las ecuaciones que se obtienen a partir de la férmula
det producto: :

boug = 1,
Cbouy +brug =0,

. Dotz + byuy + baug =0,

=
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Al-ser by # 0, existe by’ y podemos determinar la.sucesién (uy,)

recursivamente: i
Ug — b(] s

Uy — bal(—bi’tbp), ,
Uo = bal(—blul - bg’bﬂ{)),

Asi pues, B(m) es inversible, - ' 7 ] - |

Naturalmente, escribiremos B(z)~! para designar el inverso de B{z}:
la demostracién del teorema prueba que estd umvocamente determmado

El hecho de que tantas series de potencias tengan inverso en Flz]] es
la base de los métodos que se discuten en la parte final del libro. La mayor
parte de las veces B(z) serd un polinomio, pero su inverso B(x) s_era
una serie de potencias en Ingar de un polinomio.

Ejemp.l'of Demostrar que el inverso de 1 — x es s la serie de potencias

T4z+z®+---

SOLUCION: La serie 1 — 2 tiene término constante igual a 1 y tiene, por
lo tanto, un inverso U(z). Como en la demostracién del teorema 18.1,
deducimos de (1 —z)(ug +uzz +uga® + -} = 1 las siguientes ecuaciones:
’U.D = }.
‘U.l — Ug — 0

Uy —uy =0,

Por lo tanto, ug = 1 = ug = =1 v tenemos que

En la prictica acostumbraremos a usar la notacién segin la cual

—1 . . -
B(x) se escribe Bz

)
Alz)
B(x)

A(x)B(z)™t  se escribe
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Hay que recordar, sin embargo, que A{z)/B(z) ne es més que-el producto .

de las series de potencias A{z) y B{z)~!. Ocurrir a menudo que A(z) y
B(z) serén polinomios, aungue por supuesto B{z)™! no Io serd. En este
caso podemos calcular los coeficientes de Q(z) = A(x)/B(z) resolviendo
las ecuaciones que se derivan de la ecuacién B(z)Q(z) = A(z), es decir,

{(bo+ b1z + -+ ba™) g0 + @@ + qaz® + - )
={ao +ax+ -+ a,z").
De hecho, éste es el método tradicional para dividir Alx) eﬁtre B(z), pero

empezando por los,términos constantes.
Por ejemplo, para hallar ia serie de potencias de

1+ 3z
1- 2z + 22’

procedemos de la siguiente forma

i-224 2% 1457+ 92% +13a° + ...
Sr— a°
br—10z2+ 5z° .
- szf 53
952 —18z3+ 0gd
o _ 13z3- 9z*
Y 1323262141325
17z*—1345 - ..

En este ejemplo es sencillo pronosticar una férmula general para los
coeficientes, pero éste no serd siempre el caso.
Bjercicios 18.1
1 Hallar los cuatro primeros términos en las series de potencias de

oy o itdx . 2+ bz + 2° : €
i) (i) —
I+bz+z ’ 342+ 522 28

|
b
i
|
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(Puede suponerse que los coeficientes pertenecen al cuerpo R. de los

néneros reales.)

2 Demostrar que el inverso de 1 + x en R[z]] es
4zt =1-z4+a?-z*+,

es decir, el coeficiente de z™ es (—1)™.

3 Demostrar, mediante &' divisién de polinomios, que el inverso de 1+
x4 2 en Zy|[z]] es

A+z+a?) =1+zt+a’+ot+a+a" 4+
Conjeturar una regla para los coeficientes y demostrarla.

4 ;Cudl es el inverso de 1+ z? en Zo[z]]? i Y en Zs[[z]]?

18.2 Fracciones simples

En este apartado iniciamos la tarea de hallar un método alternativo para
calcular los coeficientes de la serie de potencias de a{z)/b(z), donde a(z)
v b(z) son polinomios con by # 0. Aunque el método algorftmico de la
divisién es adecuado para muchos propésitos, no proporciona una férmula
general para los coeficientes, férmula gue er ocasiones es deseable.

Ya clave del problema, es la descomposicién de a(z}/b(z) en fracciones
simples, una técnica que quizé sea conocida del lector. Aproximadamente
es ésta: si tenemos una factorizacion b(z) = s{z)t{z), donde s{z) v t{z)
no tienen factores en comum no triviales, entonces podemos obtener una

a(r) (@) | g(a)
bz)  s(z) | Ha)

para ciertos polinomios f(z) y g(z}. Por ejemplo, el polinomio 2 — 3+ x?
es igual a (1 — z)(2 — ) y se tiene la igualdad

relacion

5—3z 2 n 1
9 Bx+x? 11—z 2—=%

Hay que insistir en que todas las “fracciones” que aparecen en tales
ecuaciones son de hecho series de potencias, aunqué en la prictica la
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notacion fraccionaria es conveniente y no-da lugar a problemas. Nétese
también que podemos limitarnos al caso en que el grado de a(z) sea
estrictamente menor que el de b{z), ya que se tiene

~a(z) = b(z)q(z)} +r(z),
donde r{z) es igual a cero o bien grr(z) < grb(z) v, en consecuencia, -

EL(x—)=Q(ﬂ:}+@

() b(z)

k]l problema queda reducido entornces a hallar las fracciones simples de
r{x)/b(x). Por ejemplo,

72 -5z + 2% (1%—2_:0)(273$+$2)+(5ﬁ3:c)7
2—3z+ax? 2— 3z + 22
1

2
=(1+2)+- " -
(+m)+1—$!_2*$'

Pasamos a eminciar con precisién el resultado que proporciona la
descomposicién en fracciones simples.

Teorema 18.2. Sea F* un cuerpo’y seana(x) y b{z) polinomios de F[;:]
tales que :

3,

(i) gra(z) < grb(z),
(i) bz} = s(z)i(z), donde s(z) y t(x) no tienen factores comunes no
triviales,

(iii) bo # 0. L .
Entonces existen polinomios f{z) y g(x) tales que

grf(@) < grs(e), | grols) < gri(a)

alz)  fl) gl
o) sz )

esta tiltima ecuacidn se cumple en el anillo F[[z]] de series de potencias
con coeficientes en F'. ‘
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DEMOSTRACION: Nétese en primer lugar que s(z) y t(z) tienen inversos
en I[lz]], ya que la igualdad by = splp ¥ la condicidn by # 0 implican .que
so 70y to# 0. - '

Por una cuestidn de conveniencia, en lo que resta de demostracion
prescindiremos de la variable ¢ para‘denotar log polinomios. Como 1 es un
med de t y 8, el teorema 15.6 asegura que existen polinomicos A y g tales
que : .

1= A+ ps.

Multiplicando por a vy poniendo f = aA y § = a4, se cbtiene
a = ft 4 gs.

Para sustituir f ¥ § por polinomios que cumplan la condicién enunciada,
sobre los grados, se procede de la siguienté manera. Aplicando el algoritmo
de la division tenemos que

f=gs+f

con gr f < grs (o bien f = 0). Sustituyendo f en la ecuacién a = ft + §s
llegamos a S o I
a = ft+ gs,

donde.g = § - qt. Sélo resta demostrar que gr g < grt. Tenemos que.
gro < gro, grft < grst=grb
v, al ser gs = a — ft,
grgs = gr(a — fi) < grb=grst.

Asf pues, grg < grt, como querfamos demostrar.

Si dividimos la ecuacién a = ft 4 gs por b = st, se obtiene el resultado
buscado. {M4s exactamente, hay que multiplicar por el inverso de b.) O

Es facil demostrar que los 'polihomios f(z) ¥ g(z) que satisfacen la

condicidn del teorema 18.2 son Unicos.
. Sea-

bz} = pr () pale)™ - pila)™
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la factorizacién de b(z) en polinomios irreducibles. Si gro(z) < grb(z),
aplicando el teorema 18.2 repetidamente se fiene gue

a(?c) _ hi(z) hg(ﬂ:) - hi{z)
b(ic) Di (I)ml Pz(ﬁ)mz D (gj)mk ;

donde grh;(z) < grp;(z)™ (1 <4 <k).En ﬁarticular, si todos los factores
irreducibles son lineales, es decir,

b(z) = Bloy —z)™ (g — )™ -+ (0 — )™
tenemos que

ar(m) _ hi(x) ha(x) . _L’“(:_E_)__
bx) (g —z)™ (g — )™ (cop — z)m’

donde grh;(z) < my (1 <i<E).
Con frecuencia, pero no siempre, es #til dar un paso mds en la
descomposicidn. Consideremos una fraceién tipica

hiz)/ (o~ z)™

Aplicando sucesivamente el algoritino de divisién (como en el ejercicio
18.2.4% podemos determinar coeficientes Vi, - - -, ¥m bales que

con grh(z) < m.

h(zx) =+ Ymor (@~ )+ by (e — 2)™
de donde A

Mz) " - -

R A R AR e T

De esta manera se obtiene una expresidn de a{z)/b(z) en la que el
numerador de cada fraccidn simiple es constante.

En la prictica, hay varias maneras de hallar las constantes. TFna de ellas
es reducir a comin dénominador e igualar los coeficientes de la ecuacion
resultante, tal como se muestra en &l ejemplo siguiente.

Ejemplo. Hallar Ia 'de;scomposicién en fracciones simples de

Az 2?
3—bz+az+z3

18.2 Fracciones simples 457

SoLUCION: Tenemos la factorizacion
3_5z+4a?+a®=(1-2)3 -2 %)
= (1= )1 —2)(3+ ).
La descomposicién en fracciones simples es de la forma

441 — 2 A + B C

= —3— .
3-br+x+rd 11—z (1-2)?2 34z

Para determinar A, B y ¢ multiplicamos ambos miembros por (1—xz)*{z+
3) y obtenemos

dtz—z>= Al —z)(3+2)+ B3 +2)+C(1—a)”
Tgualando coeficientes de 1, z y z%, llegamos a

4—3413B+C,
1=—-924+B-2C,
—~1=—-A+C

|

[t

por lo tanto, A= 3%, B=1yC=—

Hay ocasiones en que es mds sencillo hallar los coeficientes sustituyendo
valores de x en las ecuaciones. Por ejemplo, la sustituciéin z = —3 en la
ecuacion anterior o

4+z—12°= Al - 2)(3+z) +B(3+z)+C(1~2)%,

nos da : S
44 (=3) = (=3)* = C(1 - (-3))*

y C = —3 como antes. [gualmente, la sustitucién z = 1 da B = 1. Este

método es la justificacién de la regla de “cubrit”, una regla itil que puede
formularse del siguiente modo. ‘
Sea (x— o). la méxima potencia de z — a que divide a b{z), de manera
que
a{z) _ a(z) - K P,
bz) (z=a)clz) (x—a)

T T L

P
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donde P(z) es Ia suma de las fracciones simples restantes. Entonces K es
igual al valor que se obtiene.“cubriendo” el factor (& ~ o)" en. a(z)/b(z) y
haciendo z = « en lo que queda; es decir, K = a( )/¢(e). Por ejemplo, la,
constante ' en la’ descomposicién de '

4+x—z?
B+z)(1— )2

se obtiene cubriendo el factor 3+ 2 v haciendo £ = —a en lo que gueda:

A=)+

-3 2

La regla de cubrir es muy 1til, pero hay dos cosas a tener en cuenta, L,
primera es que sélo proporciona el numerador de la mdxima potencia de un
factor lineal y los restantes coeficientes han de hallarse de algiin otro modo.
Y en segundo lugar, sélo debiera usarse cuando los coeficientes se suponen
reales o complejos, ya que la técnica de sustituir valores depende de la
hipgtesis de que.el polinomio y la funcién polindmica correspondisnte son
mtercambla,bles, ¥ eso no es cierto si Jos coeficientes pertenecen a un CUerpo
fimto (apartado 15. 8). En general se Supone que trabajamos en el cuerpo
C de los nimeros ‘complejos, a menos que se mencione explicitamente
otro cuerpo distinto. Un buen motivoe para esta suposicién es que todo
pohnomlo de Clz] puede descomponerse en factores lineales, de modo que
siempre puede lograrse la descomposzmon completa de un “cociente” en
fracciones simples con numerad(}res constantes.

Ejercicios 18.2
1 Usar la fegfa de cubrir pare -hallar la descomposicidn en fracciones

simples de

24+ 2?
ﬂ+@@+ﬂ@fﬂ'

3+4a:'.' _
-9Eta)

{i) (i)

2 Hallar Ia descompadsicién en fracciones simples de

(1) 43 (1) . —B+3z-
T ; '
1-3z2 223" V% 6—1lg 4622 - 3
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3 Hallar la descomposicién en fracciones simples sobre Zg de'1/(1 4 z*)
(usar la factorizacion obtenida en el apartado 15:8}.

4 Sea h{z) mn polinomio con gr h(w) < m. Demostrar que si deﬁmmos
g(x) v v (1 <1< m) mediante

h(z) = (0~ D) (&) + s
i 1() (o —2)g;(2) + Ym—i (_?(Sié_m){

enfonces

- m—1
h(m):'ym+fym_1(oz—$)-+---+71(a—$) .

5 Hallar la descomposicién de {1 — z*)™! en fracciones simples sobre el

cuerpo complejo C.

18.3 El teorema del binOmio 'pa'ra expdﬁenﬁes negaﬁy{?s _

El teorema del binomio que demostramos en el apartado 4.3 puede
formularse como un resuliado sobre productos de pohnomms coni coefi-
cientes enteros en el anillo Z|z|. En concreto, afirma que el coeﬁc_lente de
™ ‘en el polinomio (1 + z)* es el niimero bmomlal ( ) , es decir, |

ey =)+ (o (§)¢2+..;+ (i)++(f;)k

ie de
En este capitulo hemos aprendido.a ver (1 + a:) ‘como una serie d
potencias con coeficientes entteros:

Ata)t=1-z+s" -2+,

de modo que podemos definir (1+2)™™ ex el anillo Z{[z]] como el producto
de m factores iguales a {1 +z)~1. Es evidente que esta definicién es valida
para todo entero m > 1y, naturalmente quisiéramos una férmula ¢ que nos
diera el coeficiente de z™ en la serie de potencias resultante. Esta férmula
existe y resulta ser extremadamente sencilla.
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Teorema 18.3. Ef coeficiente de o™ en la serie de potencias (1+x)7™ es
igual a S '
m+n—1
-1 R
(M

DEMOSTRACION: Para evitar los signos negativos consideraremos (1
z)”™ en lugar de {1 + )", Como

‘ l—a)*=14+z+z2+...,

(1 —2)™™ es el producto de m factores iguales a la serie de potencias
1+ + 2% + <. Demostraremos que el coeficiente de 2" en el producto
de estos m factores es igual al ndmeéro cie seleccmnes no ordenadas con
repeticion de n de los m factores.

* Supongamos que cada factor tiene uria marca, situada inicialmente en
el término 1, y que hacemos una seleccidn no ordenada con repeticién
de tamafio n de los m factores. Cada vez que seleccionamos un factor
particular, movemos la marca hasta el siguiente término, de modo que si el
factor ha sido seleccionado i veces en total, la marca acabarsd en z°. De esta
forma, para cada una de las (mﬁ?"l) selecciones posibles obtenemos un
conjunto de términos marcados, uno de cada factor, con exponente total n.
Al multiplicar los factores, cada uno de estos conjuntos contribuye en 1 al
coeficiente de z™; este coeficiente es pues igual a (mﬁ:‘"i). Sustituyendo z
por —z se obtiene el resultado. : -

Por gjemplo, el coeficiente dé z™ en la serie de potencias (1+2)2%es
24+n—1 -1
-—1 ™ poed ﬁl ” — kl T
(_)(n)()(n)()(nﬂ),

de forma que la serie de potencias es igual a
{1+z) % =1-22132% —dz® +--.

Es posible combinar ¢l teorema 18.3 éon el teorema 4.3 del binomio
para exponentes pesitivos en una sola férmula. Dado un entero o y un
entero positive n definimos

(a):a(_a—m(a2)---.@—_@1)

o 71!
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y también (‘8‘) = 1. Esta extension del significado de los mimeros
binomiales es cotrecta, va que si @ es un entero positivo k se obtiene
la férmula para (z) del teorema 4.1.2. Si o es un entero negativo —m

tenemos

(m) _ (—m)(—~m — 1}(—m—12) cl=m—n+1)
m(m—l—l)(mqtlﬁ)-u(m—i—n—l)
nl

e
— (1) (m e 1) _

Con esta definicién extendida de ( ) para enteros k positivos y negativos,
hemos demostrado que el coeficiente de z™ en (1+x)* es ( ). Si incluimos
el caso trivial (14 m)o = 1, tenemos la siguiente forma general del teorema
del binomio para todos los enteros &

(1+a)* = (’g) + (T)w + (];;)mz + -. + (Dz” +

La forma general es una serie de potencias, pero si k es positivo tenemos
que

L .
( ) =0 siempre gque n >k
KL .
v la serie se reduce a un polinomio.

Existen varias extensiones triviales del teorema del binomio: [érmulas
para (a -+ z)*, (a — z)¥, etc. En particular, haremos un uso considerable
de la férmula para (1 —az) ™, que es

—1
m4+n )a”x”+--v.
n

(l—czy ™ =1+maz+---+ (

Hemos presentado el teorema del binomie como una regla para hallar Jos

coeficientes de la serie de potencias (14+)*. Hay muchas series de potencias

que, mediante manipulaciones algebraicas convenientes, preden expresarse

en funcién de la serie de potencias bdsica; el teorema del binomio puede

usarse entorices para hallar formulas de sus coeficientes. Por ejemplo, en
el apartado 18.1 obtuvimos la serie de potencias ' ’

B A R Sy ST S
1—2¢+ 22

R mmep e L i et
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Si tene i
} mos en cuenta que el denominador es (1.— )%, se puede deducir
uné férmula para el término general de la siguiente manera.

13z o .
ol — 242 :,(1+3$)(1—,.$) : ‘

= (L +32) {254+ 4+ (n4 D)z +-- ).
El coeficiente de 2™ en el producto es {(n+1)+3n = 4n+1, lo cual coincide
con lo que los primeros valores hacian prever.
En secciones posteriores de este capitulo podremos ver e¢émo la técniea,
de las fracciones simples nos permite reducir muchas series de potencias a
formas en las que puede aplicarse el teorema del hinomio.

Ejercicios 18.3
1 theﬂer {y simplificar siempre que sea posible) el coeficiente de
(i) z* en 1+ 22)7, (i) 2™ en (I — )74,
ST o (i) #¥ en (1 - z) T '
2 Obtener los primeros cuatro termmos v el términc general de la serie
de potencms 1—z) 3

3 Sca &, el coeficiente de z™ en la serie de poﬁenciaé {1- @ — w-z)““l.
Demostrar que o -

n n—1\ [n—2 n—r
e A— : )
= (6) () () e (1)
donde 7 es el mayor entero tal qﬂeO<r<n——r

4 LCual es el coeﬁmente de z™ en la serie de potenmas

1+ 2% + 222
1—3z+3z% — 23
5 S definimos ag, a1, ..., ag ¥ bg, bi,. .., bar mediante

(1 -+ $2)3T =g + g + a2$2 +-- 4 aﬁ'ru”:sr?
(1-+2)% = by +biz + bya? + -+ + b3,z

- .
e Z&ib:}p_a‘ :< ) .
§=0 .VT

demaostrar que
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En el capftule 12 hicimos la observacion bastante trivial de que la
solucién de un problema combinatorio podia expresarse a menudo como
una, sucesién (u,). Pasamos ahora a estudiar los métodos basados en la
representacidn de (u,) como una serie de potencias . :

U{z) = up + T +upz® + -

En este contexto, el términe usual para referirse a U{z) es el de funcién
generadora de la sucesién (u,). (En rigor, debiéramos decir funcién
generadora, ordinaria, puesto que en matematicas se usan a menudo otros
tipos de funciones generadoras. Pero en este libro sdlo necesitaremos las
funciones generadoras ordinarias, de manera que omitiremos la palabra
“ordinaria”.) Ya hemos invertido algin tiempo en sefiatar gue U(z)
no es una funcién; es simplemente un modo alternativo de esecribir la
sucesién {u,) de forma gue puedan Hevarse a cabo ciertas manipulacienes
algehraicas. I - ‘
Quizé el mejor ejemplo de funcién generadora provmne del teorema del
binomio. Podemos entender la férmula : ’

et (g)+(f;)$+(g)xz4_..-.+(g)m...

como una manera de decir que la funcién generadora de la gucesidn definida

--()

pars. un entero k£ cualquiera, es

por

() = (1 + 3"

En lo que resta del capitulo estudiaremos funciones generadoras de
sucesiones definidas mediante eciiaciones recurrentes. El método que
emplearemos consta de tres etapas:

(i) utilizar la recurrencia de {u,) para obtener una ecuacion en U{x);
(i) resolver la ecuacidn en U(xz);
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(iii) utilizar el &lgebra (especialmente la descomposicién en fracciones
simples v el teorema del binomio) para hallar- una férmula de los
coeficlentes de U(x).

El ejemplo sigiiente es una aplicacién tipica del método. La. sucesién en
cuestidn ya fue discutida en el apartado 12.2.

Ejemplo. Joshua P. Stackenboom, fundador y benefactor de la
Universidad de Folornia, nos ha revelado cémo se hizo millonario. Empezé
sin nada y al final del primer afio de trabajo honrado habia obtenido un
délar. Después del segundo afio tenfa cinco délares. A partir de entonces,
se propuso comprar cada afio bienes por seis veces el valor de su capital al
inicio del aflo anterior, y venderlos por cuatro veces el valor de su capital
al inicio del afio en curso.

Hallar una recurrencia para (uy), el capital del Sr. Stackenboom al final
del n-ésimo afio, y resolverla. ;Cudntos afios tardé en hacerse millonario?

SOLUCION: Tenemos que ug =8, 4y = 1 v ug = 5. Al final del afio n + 1,
el capital del Sr. Stackenboom es igual al capital que teniz al acabar el
afo 1, menos el gasto, mds los ingresos. Es decir,

Uppl = Uy — Oup_1 + du,.

Si sustituimos n por n+ 1 y reordenamos la ecuacién, cbtenemos la recu-
rrencia

1,

Unt2 — Biipgr -+ By, = 0.

El argumento anterior demuestra que es vélida para todo n > 1. También
se cumple, por sustitucién directa, para n = 0, de forma que basta con las
condiciones iniciales up = 0 y u; = 1. (Hay una razén préctica gue nos ha
hecho especificar separadamente que ug = 5: jsabria decir cudl es?)

Sea U(z) la funcién generadors de la sucesion {(u,). Utilizando los
valores iniciales de ug y uy y la ecuacién para w9 (n > 0) tenemos
que

Ulx) = up + w1z + uaz® + uga’ + -
=0+ + (5uy — 6ug)a® + (Sup — 6uyde® + -
=+ 5{ua” + ugz® + - ) — 6{ugz?® + urzr® + .- ).
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La expresién en el primer paréntesis es zU/{x), ya. que el término ugz que
falta es igual a 0, y en el segundo es 22U {z). Asf pues,

A

Uz} =z + 5zl {z) — 6$2U(x),

de donde .

V@ = I reen

Como 1 — 5z + 6% = (1 — 2z)(1 — 3z}, podemos descompon'ef U(z) en

fracciones simples: ) .

Uil = =55 T 1 5s

Usando los desarrollos binomiales de {1 — 2z)~ 1y (1 = 3z)}"!, se dbtiene
Ulz) = ~(1+2+ (2)® +--) + (14324327 + ),
de forma que
Uy = 37 — 2™,

Un céleulo sencillo demuestra que el Sr. Stackenboom se hizo millonario
al cabo de trece anos. [

Ejercicios 18.4

1 Usar el método de las funciones generadoras para hallar una formula
de u, cuando la sucesidn (u,} estd definida por

.uD = 1, 'U,}_ = 1, 'U,:.-;.'+2 7411-”.!,..1‘}‘4“” :0 ('n.Z 0)
2 Sea A(z) la funcién generadora de la sucesion (an). ¢ Cudles son las
funciones generadoras de las sucesiones (ps), (gn)} ¥ (rn) definidas del
giguiente modo?

(1) P, = Bag,; (il) gn = Gn + 5; (iit) 7, = Qnas-

3 Demostrar que z(14z)/(1—-z)* es la funcién generadora de la sucesion
cuyo término n-ésimo es n?. :
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4 Sea A(x) la-funcién generadora de la -sucesién (o) y definamos.
sn¥ag+a1+---+an (n=0).

Demostrar que la funcién geqeradora de {5} es

Alz)
1—z

Sz} =

Utilizar este resultado juntamente con el gjercicio 3 para hallar una férmula
para Yy o 4%

18,5 Recurrencias lineales homogéneas
En el apartado 12.2 hallamos ura solucidn explicita de la recurrencia

Up = Ch, U =04, 00 Upga F Qitns1 + aat, = 0 (n = 0).
Este es el caso k = 2 de la recurrencia lineal homogénea, definida por
las ecuaciones

wp == ¢ U1 ==¢ Uk 1 = Cl—
{RLH] { 0 0, 1 1; 3 f—1 k—1,

Upik + @1 Un k3 + 0ok Gptin =0 (n > 0).

Usaremos el método de Ias funciones generadoras para hallar la solucidn
general de [RLH] para todo valor de k. '

Teorema 18.5.1, La funcidn genefadofa de Ia sucesién (un) definida por

[RLH] es L o

Ulz) = H{z) ’
14 a1z 4+ ag2? + -+ + agz®

donde R(x) es un polinomio co gr R{x) < k.

DEMOSTRACION: Consideremos el producto

1+ a3+ +opz®)U() | o
Vo (Lt apnFiug F uam b upa® ),
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La regla del producto nos dice que el coeficiente de 2™+ es

Uptk T O1Uptk—1 + -+ Qpln {n>0).

Pero (uy,) satisface [RLH], que es cero para n > 0. Los tinicos coeficientes
que 1o se anulan son los de 1, «, ..., 2!, de modo que el producto es un
polinomio R{z) de grado gr R < k

Tos coeficientes no nulos de R{x) pueden obtenerse efectuando el

producto anterior:

R(z) =uo + (w1 +01u0)z + -+ (wp s+ arup—g+ -+ ax_110)z"”

Como los valores de ug, 4y, ..., ug_1 vienen dadoes explicitamente por las
ecuaciones [RLH], R(z) puede determinarse sustituyendo u; por ¢; (0 <
i< k—1). Ol

Si k=2, en el apartado 12.2 demostramos gue la forma de la solucién

a la recurrencia lineal homogénea. dependia de si-las raices o y G.de la
ecuacion auxiliar
’ St a1t +az =0
eran distintas o no. 51 o # f, la solucién es de la forma

U = Aa™ + B,
mientras que si @ = 8, la'solucién'es

Uy = (Cn + D)a™.
En el caso general, definimos la ecuacién auxiliar de [RLH] como

b ot g = 0

la. forma de las soluciones depende COINO €ra de esperar, de las raices de
la ecuacion. - : -
Supondremos que la ecuacidn aumhar tiene k raices, lo cual sera sin
duda cierto si trabajamos en el cuerpo C de los nimeros complejos. Sin
embargo, las k raices no tienen por qué ser distintas; supondremos que los
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distintos valores son ar, @, - .., oy con multiplicidades ™My, Ma, ..., my.
Fn otras palabras, la ecuacién auxiliar puede eseribirge como

(t— ey )™ (6~ )72 - (t - )™ =0, |

donde ms; +mz +--- +m, = k. El denominador de la férmula que aparece
en el teorema 18.5.1 se obtiene de la ecuacién auxiliar dividiendo por t* y
sustituyendo 1/ por z, con lo que U(zx) puede escribirse como

(1— @)™ {1 — azz)™

U(x) =

Podemos aplicar ahora el teorema del binomio v obtener una férmula
general para u,.

Teorema 18.5.2. Sea (u,) definida por [RLH] y sean ai; as, ..., o,
las raices de la ecuacién auxiliar con multiplicidades My, Mo, .., M.
Entonces

Uy = Pr{n)ag + Pa(n)ay + - . + Py(n)ad,

donde, péra cadai=1,2,..., 8, P(n) es una expresién de la forma
Ag+An+ -+ Ay n™L

En otras palabras, Fi(n) es un polinomio en n de grado no superior a
My — 1. o 3,

DEMOSTRACION: Segin la teorfa de las fracciones simples desarrollads, en
el apartado 18.2, podemos escribir I7{z) como una suma de s expresiones

de la forma
T Y2 Y

e (e L (o

donde, en cada expresién, o = o Y m = my para un valor especifico de i
entre 1 y s. Aplicando el teorema del binomio para exponentes negativos,
el coeficiente de z™ en la serie de potencias correspondiente es

T+n—1 24n—1 . -1
“/1( )a”-ﬁ-w( b )a“+...+7m<m+n )an_
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: : 1 +i gy
Simplificando y usando el hecho de que (": ) = (” ; ), podemos escribirlo
como P({n)a", donde : :

T e e R ey

Ahora bien, la férmula

n+ly (m+hn+l-1)---(n+1)
( ! )” =11

nes dice que ("’f‘l) es una funcién polindémica de n de grado !, lo cual

demuestra que P(n) es una funcién polinémica de n de grado como maximo
O

m— 1.

FEn la préctica, los teoremas 18.5.1 y 18.5.2 serdn la base—pla,ra.
determinar una férmula para (u,,), aunque no es necesario hallar la fun‘.c1én
generadora 0 su descomposiciéon en fracciones simples. Se.ré suficiente
con saber la forma final del tesultado y obfener los coeficientes de los
polinomios F;(n) sustituyendo los valores iniciales de ug, ¥1,-- - ,uk_.l.

Ejemplo. Hallar una [6rmula para el término n-ésimo de la sucesion

definida por

Ug = U, w =—9 wux= —1, ug =21,

Uptd — 5u'n,+3 + 6’U.-n+2 + 4’11',"4.1 — 8un =0 (ﬂ _Z G)
SoLuCiON: La ecuacién auxiliar es
14— 513+ 617 + 4t — 8 =0,

que es igual a
) (t 2%t +1)=0.

Los u, viener dados por la férmula

Up = (An? + Bn+ C)2" + D(-1)", .

:
)
B
;
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donde A, B,C y DD son constantes. Si sustituimos los valores iniciales de
Uy, U1, U2 ¥ Ua, ohtenemos lag ecuaciones

C+D=0,
944 2B +2C ~ D =9,
164 + 8B +4C + D = 1,

72A+24B—§—80 D =21

EI metodo estandar para resolver ecuaciones lineales proporcwna la
soluciém A = 1, B = —1, C' = -3, D = 3. Asi pues,

Ejercicios 18.5
1 Utilizar ¢! método de la ecuacién auxiliar para kallar una férmula para.
Uy, en los casos ssgulentes ’

(1) 'b.‘.()--]., u1—3,
(i) g =2, w =0,
‘ 'U,.n_;;g - 6un+2 + Mty — bt =0 {n’ > D):
(iiy up =1, @ =0, ug =0, o :
Un 43 — 3un+2 + 2u, =0 (TL > 0).

un+2 — Sy — du,, = D (n > U),

Ty = —2;

2 Kl profesor McBrain sube las escaleras de una forma errdtica. A veces
sube dos peldafos de golpe, a veces sdlo uno. Hallar una formula para b,
el nlmero de formas distintas en que puede subir n peldanos ‘

3 Sea (zn) Ia sucesién definida por

e . Zn—a .
Z :1, z " : > ,
0 n-+1 Zn_b (n—o)

donde a v b son nimeros reales con b # 1. Demostrar que si la sucesion
{tn) cumple la relacién .+ . . .
Un41
Al _ b,
Up
entonces
Unya + (b~ Duppq + (o = Bu, =0 (> 0).
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Hallar una Brmuta para z, sia=0y b=2.-

4 Sean (un), () v (wy,) las sucesiones definidas mediante up = vy =

wg=1y
o 10 1\ [un
i | =10 -1 1){w ]| (20
wnpr ) A1 =1 4/ \u,

Demostrar que {u,) Satlsface una recurrencia lmea} homogenea v hallar
una, f6rmula para iy, o :

18.6 Recurrencias lineales no homogéneas

En algunos casos puede usarse el método de las fanciones generadoras para
resolver recurrencias lineales no homogéneas :

Ug = Ch, UL O, -e. ,  Upo 1= Ch 1

YUnik + G1ﬂn+k 1+ b Al = f(n) (n> 0)

La aphca.blhdad del método depende de la forma partmular de 1a funcmn
f (n) La técnica es, aproximadamente, desarrollar {1+ a1z +apz® +- -+
apz®)U(z) y esperar que los términos en f (n) puedan tratarse de alguna
forma.

Ejemplo. Hallar una férmula explicita para los térmiros -de la sucésién
(ti,,} definida por la recuzrencia ' o

ug = 0, m:l, un+2—un+1—~6uﬂ:n ‘{n20).

Sorucidn: Ponemos en préctica el método que acabamos de esbozar y
calculamos :
(1—z— 62" ug + usz +uaz” + ) -
=g+ (u — ug)T + (ug —ug —Bug)z? + -+
+ (Upig — Uz — Bug)x™ 2 4
—z+ (@ +22% - b4

=zt ¥ (1~ x)?,

o
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Alserl—z—6z% = {1 —I—Qm)(l 3:1:) la funcién generadora.U (%) satisface
la ecuacidn

— 22 +2:c
| A(l + 2@(1 - 3z)U{z) = W,
de forma que.
L 9.2 3
Ulz) = & —2z° + 2x
(L4 22)(1 — 32)(1 — )2
A B

+ + © + D

1+ 2z 1—3m l—z  (1-x)?

para ciertas constantes A B,Cy D

Hay varias maneras de obtener las constantes: una de ellas es usar la
regla de cubrir y hallar 4, B y D sustituyendo por z =
respectivamente. Esto nos da

1
—E,Img,.’ﬂ:l,

A= 2, B

Podemos hallar ¢’ haciendo z = 0 (lo que équivale a reducir a comiin
denominador e igualar érminos constantes) y obtenemos

A+B+O+D=Q

de donde C' = . Otra manera es observar que la formula para U(z)
implica que

U, —A( 2" +B(3”)+C+D(n+1) _
v utilizar los valores up = 0, uyg = 1, ug = 1 43 = 8 para determmar
A B, Cy D Lias ecuaciones son:

D=A+B+C+D,
Il=-2A+3B+C+2D,
1=4A4+9B+ (' + 3D,
8=-844+27TB+(C+4D
v la solucién, nuevaﬁenté, A = f%, B = %, ¢ = 5‘% vy D = -~
Reagrupando términos se obtiene la férmula ' '

Un = 35 [(~2)"T2 + 372 —6n—1]. O
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Hay muchos otros problemas que pueden atacarse con. el método de
las funciones generadoras. Los resultados son especialmente interesantes
si se combina con métodos analiticos relativos a series de potencias, pero
este tema queda fuera del marco de este libro. Afortunadamente, pueden
obtenerse algunos resultados importantes dnicamente con los métodos
algebraicos de que disponemos. En Ios mgulentes dos capitulos se discutiran
varios resultados de este tipo.

FEjercicios 18.6
1 Demostrar que la funcién generadora de la sucesién (un) definida por
Ia recurrencia : '

g =1,  Uppr—2up,=4" (n20)

“ 1—3z

(1—2z)(1 —4z)”
Deducir que u, = 2271 42771,

2 Sea g, el nmimero de palabras de longitud n en el alfabeto {a,d, ¢, d}
que combienen un numere impar de bes. Demostrar gue

Ulz) =

Onyl = 4"+ 2, (n= l)'

[Indicacién: dividir el conjunto de las palabras de longitud n + 1 que
cumplen la condicidn entre las que empiezan por b y las que no.] Hallar la
funcién generadora Q(z) de (gy,,), suponiendo que g = 0, y demostrar que

G = 3(4™ —27).
3 Demostrar que la funcién generadora de la sucesién definida por
ug = 1, Upsl — 2 =na™  (n > 0)

es
(o) = ot
W T T o (1 —2z)(1 — az)?’

siempre que a 7 2. Deducir una férmula para tn. ;Qué ocurre st @ = 27

i e e g R T ot AR e eI

o L L A S, e U A s et sy is Lo
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18.7 . FEjercicios diversos.

1 ;Cusles de los szgmentes elementos son mverszbles en Ri[z]] y cudles lo son en

Z{f=A]7
(i} 1 —i— x; (i) =% (iii) 3 + 2x2.

9 Hallar IDS cuatro primercs términos y el término general de la serie de poten(nas
de {1 +2)7

3 Hallar el c_oeﬁciente de 2™ en la serie de potencias de

26 — 60z + 25x7
(1~ 2a)(1 - 5a)?

4 Hailar los cuatro primercs términos y €] término general de la serie de potencias
de . -

‘iz —2?

(1-2z){1 =)
5 Hallar una formula del coeficiente de 2™ en la serie de potencias de (1) /(1 +
T+ ) en Zg[[mj]
6 Hallar la descomposzcmn en fracciones sn:ﬂples sobre Z5 de .

Cdxp 49
4222 4z 4+ %

7 Utilizar el método del e_}ercu:lo 18.4.4 para hallar una férmula para > #* y
> 4%, donde las sumas soh entre 1 y n.

8 8i A{x) es lafuncidén generadora de Ja sucesidn (an) definimos la derivada A’ ( )
como la funcién generadora de la sucesién (al, ), definida por a!, = (n-4 1)a,q para

" 1> 0. Demostrar que

(AB)’@ = A’(w}B(x) + A(}C)Bf(z), _

& Dernostrar que

(o))

derivando la férmnla del binomio.
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10 Usar la férmula (1 —22)™™ = {1 — 2)~"{1+ x) ™ para demostrar la identidad
- ndr—i—1\/n+ti-1 o - si 7 es.impar
Z(ml) T i = ("‘J”r"ﬁ*l) si v es par.
=0 .

11 Hallar una expresién de {1 —z)™"(1—2*)" como polinomio de grado n{k—1)
N deducir la identidad

()60 26

vélida siermnpre gue r > nk.

12 Obtener la funcién generadora de la sucesién (u,) que representa el nimero
de maneras de distribuir = libros distintos a cuatro personas. . -

13 Sea c, el ndmero de maneras en que puede obtenerse un total de 7 al tirar
cuatro dados. Demestrar que la funcién generadora de la sucesion {c;) es

Clz) = (z + 2" + 2 +a2* + 2* + 25"

14 Obtener la funcién generadors. de (b,), donde b, es el nimero de enteros n. con
D < n < 10™ — 1 talés que la suma de sus cifras en base 10 es igual a 7. '

15 Trtilizar el método de las funciones generadoras para. resolver la siguiente re-
“currencia:

ug =2, uy = —6, Untz + Binyy — S = 83 (n20).

16 Hallar la forma general de la solscién a la recurrencia B

" Yoo 6yﬂ.+1 + gyn = 211 +ﬂ {ﬂ > 0) -

17 Sik >0, sea f(n, k) el mimero de k-subconjuntos de {1, 2, ..., n} que no
contienen dos enteros sucesivds._ Demostrar que '

Fln k) = fln— 2,k =1) + f{n— 1L,k).

Sea Fj(x) la funcién generadora de los mimeros f (n k} para un % fjo. Hallar una
recurrencia para Py (z) v deducir que |

f{n,k):(”_f:“).
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18 Utilizar el método de las funciones generadoras para resolver la recurrenci,

ug = 1, Tpp1l = 3un + 271 {n 2 0).

19  La funcién generadora exponenciel de la sucesién {(u,) se define como la serie
de potencias

~ o Uy Uz g Ui
| u(w)—’“'()-i--l—!:ﬂ%--‘il’ SRR o KA LR
Utilizar la recurrencia d, = nd,—1 + {—1)" del nimero de desarreglos pars

demostrar que la funcidn generadora exponencial de (d,,) es e=%/(1 ~ z}. Dedueir
la conocida formula explicita de d,,.

20 Sea @z} la funcién generadora exponencial de {g,), dohde gn €5 el atdmero
de particiones de un n-conjunto. Utilizar la férmula hallada en el ejercicio 5.7.10
para _demostrar que '

Qa} = exp(e” — 1).

19 - Particiones de un entero positivo

19.1 Particiones y diagramas

En el apartado 5.4 iniciamos el estudio de'las particiones de un entero
positivo, e hicimos notar que el problema de calcular el ntimero p{n) de
particiones de n no era sencillo. Ahora, después de haber desarrollado una
variedad de técnicas {en particular, el método de las funciones generadoras)
atacamos el problema con més esperanzas.

Empezaremos recordando la notacién estandar

[1712%2 _ n%]

de una particién de n que tiene o partes de tamano i (1 <4 <mn) Las
particiones de 5, y su representacién en notacién estandar, son:

5 5]
4+1 i14]
3+2 [23]
3+1+1 [123]
2+2+1 [127]
24+1+1+1 [122]
1+14+14+14+1 11%].

Asi pues, el nimero de paﬁiciones de 5 es p(5) = 7. Otros valores de p(n)

son
p(10) = 42

»(20) = 627
p100) = 190560 292
»(200) = 3972 999029 388.

T mew e el T

i}
i
;
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Aungue no existe ninguna férmula sencilla para p(n), es posible obtener
una férmula exacta muy complicada mediante técnicas analiticas en las
que interviene la funcién generadora de la sucesién (p(n)). La funcién
generadora también puede usarse para obtener una recurrencia efectiva
de p{n): este es el punto de vista que adoptaremos. La recursién nos
permitira calcular un valor cualquiera, como (200}, medlante operaciones
aritméticas rutinarias.

Resulta conveniente usar una representacion gréfica de las particiones.
Las partes se disponen en'orden, de mayor a menor, y cada parte estd
representada por una fila con el ndmero apropiado de marcas. Por gjemplo,
los diagramas ‘

X X X X X X X %
X X % b
Koo L L X X X
7 ®
X

representan @ lag particiones

5+3+2 6+6+3+1+1.

{Un diagrama de este tipo se conoce cor el nombre de diagrama de Ferrers,

o bien grafo de Ferrers. Su nombre suele escribirse incorrectamente.)
Esta sencilla idea es muy 1til en la demostracién de teoremas sobre

particiones. Un buen ejemplo es el resultado siguiente.

Teorema 19.1. Sean n y r enteros positivos. El nidmero de particiones de
7 €N v partes como méximo es igual al nimero de particiones de n —I— T en
T partes exactamente.

DEMOSTRACION: ‘lomemos una particion de n+r en r partes. Su diagrama
contiene exactamente r marcas en la prlmera columna; si eliminamos
dicha columna se obtiene el diagrama de una particién de n en r partes
como méximo. Reciprocamente, dada una particién del segundo tipo,
podemos afiadir tna nueva primera columna con r marcas ¥y obtenemos
una particidn def primer tipo. En otras palabras, existe uma biyeccién entre
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TIos dos conjuntos de particiones y tienen, per lo tanto, el mismo cardmal
(La figura 19.1 lustra la biyeccitn.)

— e -~
'fx\‘xxo s 8 X X lfxxe o axx/)
I'xlx %x o o x [x % o a x/f
I I i ‘
|_°|° ,‘ei.
|

|ulo Mm._,,.ioki n

| | | :

. x

|e|X \-/j

I

N

Fig. 19.1 ilustracién de la demostracién del teorema 19.1.

Si P es una propiedad relativa a una particidn, la expresién p(n|P)
denotard el nimero de particiones de n que cumplen la propiedad P. Con
esta notacidn, el teorema 19.1 puede reformularse como

p(n | mimero de partes < 7) = p(n + 7| némero de partes = r).

Ejercicios 19.1
1 Dibujar los diagramas de las siguientes particiones:

(i) {123357}, (i) [246°7).

2 Hallar los valores de p(n), 1 < n < 7, confeccionando una hsta con
todas las posibles partlclones : B

3 Sea
pr{n) = p(n|ntmero de partes = k).

Demostrar que la siguiente férmula (que se obtuvo en el gfercicio 5.4.2) es

una consecuencia del tedréma 19.1:

pk(n) pk(” fﬂ) —l—pk i(rn—k) + ‘ —i—'pl‘(n‘* k)

Usarla para calcalar p(8).
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4 - Utilizar un argumento basado en diagramas para demostrar que el
ntmero de particiones de nen m partes como méximo es igual al ndmero de
particiones de n+4mi(m-+1) en m partes, todas ellas distintas. [Indicacién:

afiadir un “tridngulo” con zm(m - 1) marcas.]

19.2 Particiones conjugadas

La representacién disgramitica de las particiones sugiere la siguiente
transformacién sencilla de una particién en otra: intercambiar filas v
columnas en el diagrama. Por ejemplo, la particién A — [1223%4] se
transforma en la particién A = [1346], tal como indican los diagramas.

X X X X

X

X X X X

X X x x x %
X o x x

>

x

Diremos que dos particiones A y M relacionadas de esta forma son
conjugadas. )

La transformacién A — ) que envia una particién a su conjugada
puede aplicarse a la demostraciénde varios resultados Giiles. Un ejemplo
tipico es el siguiente. Simesla mayor de las partes de A, tanto la primera,
fila del diagrama de A como la primera columna del de A’ contienen .m
marcas. Por fo tanto, A’ es una particién en m partes. En otras palabras, la
transformacién A — A es una biyeccién entre el conjunto de las particjones
de n con parte méxima igual a m v el conjunto de las particiones de . en
™ partes exactamente. As{ pues, hemos demostrado que

p{n|parte maxima = m) = p(n | nitmero de partes = m).

Ura particién es autoconjugada si A = X, .

‘Teorema 19.2. El ntimero de particiones autoconjugadas de n es igual al

nimero de particiones de n en partes distintas e impares.
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DEMGSTRACION: La primera fila y columna del diagrama de una particién
antoconjugada contienen el mismo nimero & de marcas. Como tignen una
marca en comim, el nimero total de marcas en la primera.fila y columna
es el ndmero impar 2k — 1. Igualmente, si eliminamos la primera fila y
columna, lo que queda de Ia segunda fila y columna contiene un ndmero
impar de marcas, digamos 2/ 1. Continuando de esta forma se obtiene una
particién de n en la gue cada parte es impar y en la que todas las partes
son distintas. El proceso puede visualizarse como el “enderezamienta” de
las secciones en forma de L de la particién autoconjugada en cuestion
{ligara 19.2). : _ ] L

Reciprocamente, dada nna particién de n en partes impares y distintas,
podemos “doblar” el diagrama para obtener una particién autoconjugada

de 1. -
X X x_x_x % (K % % x x % XX X X
ixlfx_—x__x) Eﬁx__x _x_g)
| tl—== ~
|><§{><}(§} — (x)
i
bx 1%
"z
i
|
| x
i
|
vl

Fig. 19.2 Ilustracién de la demostracién de_l teorema 19.2.

Ejercicios 19.2

1 Hallar los conjugados de las signientes particiones dadas en notacion

esténdar: : . :
- () [12356], (i) [2°3%s8].

2 ;Cudles de las siguienteé particiones son autoconjugada_s?

() 22357, (i) {142_34'8]. .

(1) [1%24], (i) [13456),

3 Usar el método. descrito en el teorema 19.2 para hallar todas.las
particiones auteconjugadas de 20.
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4 Demostrar que gl nimero de particiones autocorjugadas de n con
parte méxima k£ es igual al nimero de particiones autoconjugadas: de
n—2k-+1 con partes no superiores a k—1. Hallar el ntdmero de particicnes
autoconjugadas de 41 en las que la parte méxima es 11.

19.3 Particiones y funciones generadoras
En este apartado obtendremos una férmula para la funcidn generadora

P(z) = p(0) + p(Dz + p(2)z* + -+,
donde p(n) es el ndmero de particiones de n v, por eonvenio, p(0) = 1.
Fl punto de partida es la formula

(1-z)t=142t ¥ +2%4+. .,

que debe considerarse como el inverso dé I — z* en el anillo de series de
potencias C[[z]. La férmula puede obtenerse mediante un calculo directo,
o sustituyendo = por z° (¢ > 1) en la férmula estdndar de (1 — z)~!, Para
nuestros propositos, 1a observacidn clave es que esta serie de potencias es
la fancién generadora de los ntmeros f,, de particiones de una clase muy
sencilla:

fa = p{n|cada parte es igual a ).

1
Esto es asi ya gue no existen particiones de esta clase a menos que n sea
un miltiplo de 4, en cuyo caso hay una Gnica particidn n =444+ - 474,
En otras palabras, ' - -

p 1 sin=ai {(x=0,12..),
o=
0 en ctro caso.

En consecuencia, la funcién generadora de (fy,) es
Flz)= (1~ :1:1)_1
Sean ahora 1 y j dos enteros positivos ¥ sea

I, = p{n|cada parte es igual a i o j).
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; Cuidl es la funcidn ‘generadora H (z) de la sucesion (hﬂ)‘:? |

‘Sean f v F(x) como antes.y gn e nimero de particiones de ’11..617111&8‘
¢ue cada parte es igual a'j. Hemos demostrado que F(m) = {1 - x*) ': _31(',
por el mismo motivo, la funcién generadora G{z) de (gx) es (1—z7)~"
Nétese ahora que hy, es el nimero de maneras de escribir 1 CO]?EIO Sl}ma de
ryn—r,donde r esta partido en partes ¢ y n — 7 en partes j. Asi pues,

B = fogn + fign—1 + -+ + fngo-
La regla para multiplicar series de potencias nos dice que

Hz) = F(@)6(e) = (1 -2 (1 =)

Por ejemplo, si ¢ = 2y § = 3, ¢ pr'odu;:'to‘de las series {1~ z%)~y

(1—z*) " es
2, .4, .64 .8 10 N4 g®p e o)
A+ et +af+a®+a 0yt ta s e
=1+4a? 45 4+t 2® 4 22° +z’ + 2% 4 22° +‘2:u1.0‘+:---
Fl cocficiente de 210 es 2, y proviene de los productos gt xa® y i x L
Estos productos corresponden a ias sumas’ - - : e

1N=4+6=2+24+3+34+3, - 10= 1040=24+24+2+2+2
qﬁe, a Su vez, éorresﬁ)onden a I_aé doé méunélfé_s-de es_cribif 10 como una
particién en la que cads parte es 2 0 3.

Ahora es facil ver cémo obtener funci . :
s en las que cada parte es igual a uno de entre varios nimercs

ones generadoras del nimero de

particione
prefijados. Por ejemplo, si

oy = p(n| cada parte es igial a4, 7 0 k),
la funcién generadora correspondiente es

Alz)y=(1 Qmi.).”itl.— %) 1(1-_ wk)*l o
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Ejemplo. ;De cudntas maneras pueden carpbiarse 100 pesetas en monedas
de 25, 10 y 57

SOLUCION: Nos preguntan por el nimero de particiones de 100 en paﬂ:es
de tamafio 5, 10 0 28, y la solucién es el coeficiente de 2190 ep

'a—mﬂ*u—mwr%1ffﬂﬂ_

Podemos hacer la sustitucién y = z® y hallar el coeficiente de v en
)t ~1(1 8- : ‘

(1 y) - (1 =%*)" M1 — 4®)~'. Por otra parte, no hace falta considerar

los términos més alld de y*°. Primero calculamos {1 — ) M1 — S es

decir, ,

2 4 ) )
(1+y +y +y6+y8+y10+y12+y14+y16+y18+y20+--')
X(1+y5+y10+y15+y20+‘“)‘

Una buena manera de efectuar el producto es quedarse dnicamente con
los coeficientes y efectuar el cdlculo como en la tabla 18.3.1, donde 1a
primera, fila contiene los coeficientes del primer factor y las filas restantes
corresponden al producto por. los términos del segundo factor.

Tabla 19.3.1
1y 1254 ¥ 10 yo - 4
10101 01010 10101 01010 1
10101 01010 10101 b (x35)
10101 01010 1 (x1y0)
10101 0 (=)
1 (xy*)
10101 11111 21212 222929 3

Asf pues, (1 —y?)71(1 ~3%)77 es igual a
L+ g% 4y 4 48y R 0+ 200 4 gt g g2 g g3 + oyt

+2% 218 o tT 918 0y 0 320 ..
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Ei término (1—y) ' esigual a (1+y+3*+---+3** 4" -), de manera que
multiplicar por él corresponde a sumar todos los coeficientes que acabames
de obtener. Por lo tanto, el niimero buscado es 29. )

Es cierto que el uso del 4lgebra en el ejemplo anterior es mds bien
superfluo, ya gue podriamos haber hecho los mismos célculos utilizando
la. terminologia original no algebraica del problema. Sin embargo, el
marco algebraico tiene la ventaja de la generalidad y del potencial de
desarrolios posteriores. En particular, pedemos usailo para hallar la
funcién generadora del nimero p(n) de particiones sin niguna restriccion.

Teorema 19.3. La funcidn generadora del niimero p{n) de particiones de
n puede escribirse como el producto infinito

[ee]

P(z)=][a-="""

i=1

DEMOSTRACION: Sea m un entero positivo fijo y sea p(™/{n) el nimero de
particiones de n en las que cada parte es uno de los enteros 1, 2, ..., m.
Entonces p™(n) es el niimero de maneras de expresar n como Una suma

n=25 +s2+ -+t 8&m,

donde cada 8 {1 < ¢ < m) es a su vez suma de varios ¢ Esto es igual
al niimero de maneras de elegir, para cada i = 1, 2, ..., m, un término
z* de cada serie de potencias {1 — x*)™* de forma que el producto de los
términos sea z®. BEn otras palabras, la funcidén generadora de los ™ (n)

(&3]
PO () = (1—2) M1 -2t (1—a™

Para cada valor de n tenemos que p{n) = pi™ {n), y2 que una particién de
n no puede contener partes mayores que n. Esto corresponde al hecho de
que los términos _

(i—a) =1+t +2%+ -

con 4 > n no contribuyen al coeficiente de z™ en el producto infinito
P(z). En otras palabras, el coeficiente de z™ en P(x) es el mismo que el
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coeficiente de 2™ en P™(x), y este noes més que p'™(n) =-p(n). Asi
pues, P(z) es la_funcidn generadota de la sucesidén (p(n)). . . 0O

Tal como indicamos en el Gltimo parrafo de la demostracién, la
presencia de un ndmero infinito de factores en el producto P(z) no es
una dificultad seria, ya que para calcular win coeficiente cualquiera sélo
hay que tener en cuenta un ntmerc finito de factores. Tn los apartados
siguientes encontraremos otros productos infinitos de series de potencias y
slempre compartirdn esta propiedad, por lo que no volveremos a referirnos
a la supuesta dificultad de tratar con expresiones de este tipo.

Fjercicios 19.3

1 Hallar las funciones generadoras de. las sucesiones que tienen por
término n-ésimo:

(i) el niimero de particiones de n en partes iguales 2.3 o 5;
(ii) el nimero de particiones de n en partes iguales a 2, 4 o 6.

2 Hallar el coeficiente de #” en
s )

multiplicando las series de potencias correspondientes. Interpretar el
resultado como el ntimero de particiones de un cierto tipe y comprobar la,
respuesta enumerando las particiones explicitamente.

X,

3  ;Decudntas manefaé f)uede éambié.rse una moneda de 100 por monedas
de 50, 20, 10 ¥ 57

4 ;De cudiitas maneras puede obtenerse un peso de 15 kg a:palrtir de
pesos de 1, 2 y 4 kg?, |

19.4 TFunciones generadoras de particiones restringidas

Una sencilla modificacion de los argumentos expuestos en el apartado 19.3
nos -permitird -hallar las funciones generadoras del ntmero de particiones
sujetas a varias restricciones. Por ejemplo, supongamos que cada parte
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puede aparecer k veces como méximo. Entonces la contribucién de las
partes iguales a ¢ provienen de los términos del polinomio . - -

SRRIP e LT )

en lugar de la serie de potencias (1 —2*) ' = 1+ 2*+z* +- -, con lo que
ia funcién generadora es -

{1_,_3_%...33&)(1+m2+...+$2k-)(1_+$3+..¢+m3k)‘..,.
Como

1— w(k+1)i

Lbgfbg? po gkt = o ‘
1—at

.
podemos escribir la funcién generadora en cualguiera de las formas

oo oo ;
o , 1 — gletiy

!|(1+$z+$21f"'+ﬂsz): | I“_i—:—f"—

i=1" ' ’

=

En particular, si k = 1, tenemos la funcién generadora de las particiones
con partes distinias, esta es la que aparece en primer lugar en la tabla
19.4.1, una pequefia tabla de funciones generadoras (Gtiles.

Tabla 19.4.1 . .
u, o : 1€
p(n|las partes son distintas) (1+z)(1+a®)(1+a%) -
1o pactes son irpare) ST
p(n{las partes son impares -2 )1 -5 -
1 t e
p{n]las partes son pares)- (=)0 — a9 —a5) -
1

p(n|cada parte es < m). =1 —a?). (1 -2m)

Mediante manipulaciones algebraicas elementales podemos obtener
resultados inesperados. : :
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Ejemplo. Utilizar el método de las funciones generadoras para demostrar
que
p(n!cada parte es distinta) = p(n{cada parte es impar).

SoLuctdN: Sean D(z) y O(x) las funciones generadoras correspondientes.
Tenemos que

D(w) = (1+ o)1+ (1+2%) -,
Oa) = (1~ 2) (L= (1 —27) ..

Para demostrar que estas dos series de potencias son la misma, usaremos
la ignaldad

Lhy= (1 /0 ).

De esta forma,

(=21 —ah(1 - aB)---

T {(l—zHl -1 —a3)..]
1

(1-a2)(1 =231 =25’

Diz)

ya quetodos los términos de la forma 1 —z* se cancelan. Asi pues, D(z) =
O(x} y las dos sucesiones de coeficientes son iguales. O

N

Ejercicios 19.4
1 Hallar la funcién generadora de la sucesién que tiene por término n-
ésimo o : ' :
(i) p(n!cada parte aparece dos veces como méximo);
(ii) p(nicada parte es una potencia de 2);
(iti) p(n|la menor de las partes es 5},

2 Utilizar el método de las funcionss generadoras para hallar el ntimero
de particiones de 16 en las que cada parte es un primo impar.

3 Hallar la funcién generadora de la sucesién cuyo término n-ésimo es

p(n | ningiin niimero par aparece mas de una vez).
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Demostrar que este nitmero es igual a

p(n|cada parte aparece 3 veces como miximo). -

[indicacién: (1 —y*) = (1—y)/(1+y+9° + ¥®)]
4 Demostrar que

2m+1

(L—2)(1+a)1 +a?)l+ah) Q1 +22 ) =1-a"",
y deducir la férmula
(1-z)7 = 1+ )1+ (E+a%) -,

donde el miembro derecho es el producto de los factores 1+ 7% para todo
r > (). Deducir que todo entero positivo admite una tinica particidn en que
las partes son potencias de 2 distintas.

19.5 Una identidad misteriosa .

Hemos visto que la funcién generadora del ntmero de particiones con
partes distintas es

D)= (1+a)(1+2") (1 +2% .

Por ejemplo, la particién 7 = 1+ 2 + 4 corresponde al término - x? -zt
y contribuye en 1 al coeficiente de 7. Consideremos ahora qué ocurre si

cambiamos los signos + por —, de forma que tengamos la serie de potencias

Qz) = (1 —z)(1 —a®)(1 %)
=1+qztq@s +---.

De nuevo, cada pafticién de ;nren partes distintas contribuye al_ coeficiente
de z™, pero ahora la contribucion es {(—1)%, donde d es el nmimero de partes.
Por ejemplo, la particion 7 = 1 +2 + 4 corresponde al término

(—2) x (=2) x (=a*) = (-1)*="
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y contribuye en —1 a «7. En general, cada particién de n con un niimero par
de partes distintas contribuye en 1 a ¢, y aquellas con un ndmero impazr
contribuyen e —1. Asf pues,

dn = €n — On,

donde

en = p(n | las partes son distintas y en nimero par),

Op = p( flas partes son distintas ¥ en nimero 1mpar)

Es instructivo obtener los prlmeros términos de Q(m) multlphcando
sucesivamente log factores 1 — 2* para 4 = 1,2,... El lector que proceda
concienzudamente (y correctamente) hasta ¢ = 26 hallars que

Qey=1—z -z +a° +aT — 2% — g8 4 222 | 226 _ ...
Hay varios aspectos misteriosos. Muchos de los coelicientes resultan ser 0
¥ los coeficientes no nulos son todos iguales a 1 o —1; més ain, los signos
parecen alternarse regularmente, dos signos + segunidos de dos signos —, v
as{ sucesivamente. Utilizaremos la interpretacién comblnatorla de Gn para
explcar este curioso comportamiento.

Teorema 19.5. Sien ¥ on Son como antes, enfonces

—1yh g 1
e = o ___,‘_{ (—1)y™ g zm(Bm + 13,
Lo en otro caso.

(m=1),

DEMOSTRACION: Estableceremos una correspondencia A — A* que
transforma las particiones contadas por e, en aquellas contadas por Oy,
Para la mayorfa de los valores de n esta correspondenma serd una biyveccidn,

de forma que e, = 0, perosin = 2m(3m—~1) on = m(3m+1), existirs -

una particién especial que hmpedira la biyeccidn.

Para una particién A con partes distintas, sea 3(A) la menor parte de
A, v sea t()) a longitud de la sucesién de las partes que empiezan con la
parte mayor y contmua mientras las partes decrecen en 1 en cada paso.
En el diagrama de ), t(/\) estd representado por la sucesién de marcas que
empiezan-en la esquina superior derecha v prosiguen en direccién surceste.
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Por sjemplo, si A = {13567] tenemos que s(/\) 1y £{A) =3 {véase la
figura 19.3). o C
X X ox o x ox /%

// //
L
x x ox ox {7
X X X
()
(%)
F1g 19.3 8i A= [13567] entonces s(A\) =1y t(/\),: 3

Dada una pa.rtlmon A la definicién de.\* depende de s()\) v de t()\)

Claso 1: 5()) < t(/\').' En este caso, A* se obtiene eliminando la parte menor
s{\) v afladiendo 1 a cada una de las partes mayores (figura 19.4).

7N

X X X X X X % X X %X %

X%
‘f/ //"
s
X X X X X xxxg‘x_/
' A
X X X X ; ) X OX X X 7
_ [t
(X Ry
N

Fig. 19.4 La transformacién A = A* cuando s(A) < t(A).

Caso 2: s{2) > t(A). En este caso, \* se obtiene eliminando 1 de cada una
de las £(\) partes mayores y creando una nueva parte menor (), tal como
ilustra la figura 19.5.

=~
xxxxx(x) X X X X x
1
X X X X \ X x X X
. \ .
X X X N X XX
o

=%
NS

TFig. 19.5 La transformacién A — A* ciiando s(N) > t(Ak

'En ambos casos, la transformacién A — A* cambia enl el ntGmero
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Fle;partes, de modo- que transforma una particién que tenga un nimero
impar de partes en otra con un mimero par, y viceversa. Asf pues, siempre
que A" esté bien definida y sea una particién con partes dist;,intas la
transformacién A — A* es biyectiva. Sin embargo, hay dos situacic;nes
excepcionales en que la definicién no es-correcta.

En el Caso 1, puede ocurrir que las zonas del diagrama que representan
a s(A} y t()\) se solapen (figura 19.6). En este caso, \* no serfa un diagrama
aceptable para una particién. Esto ocurre precisamente cuando s(A)y=m
v hay m partes: m,m+1,...,2m — 1. Entonces ‘

n:m+(m+1)+---+(2m—1):%m(Smfl).

X X X X x x//’?},
7 <

X x o x.x %%

s //

X X X X%,

g — =

x X x {x

S X

Fig. 19.6 La particién excepcional en el Caso 1, cuando s(A)=t(N) =4
En el Caso 2, también puede ocurrir que s()) y t{A) se solapen

(figura 19.7). En este caso, A* no es particién con partes distintas, ya
que las dos partes menores son iguales. ’

Fig. 19.7 La particién excepcional en el Caso 2 cuando s{A) =4y #{A\) =3

Esto ocurre precisamente cuando (A = m +1 v hay m partes: m, m+
1,...,2m. Por lo tanto, o

n= (M) 4 (D 2m = m(3m 1),

. En resumen, tenemos tna biyeccién A — A* salvo si n — im(3m 1)
n . o2 r 2 )
los casos excepcionales hay una particién espiirea. con m partes y-que
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contribuye en (—1)™ a la diferencia e, — on. Esto demuesira el teorema.

]

El teorema explica el misterioso comportamiento de los coeficientes en
la expansidn en serie de potencias

(1-—m)(17m2)(1.—z3)~-:1—mfm‘z+$5_+337—-$12f$15+,'---

Hemos demostrado que el coeficiente de ™ ‘es ep — on ¥ que es cero a
menos que 1 sea de la forma n = %m(?am 4+ 1). Los primeros enteros de

esta forma son

m 1 2 3 4 5 5
3(3m -1} 1 5 12 22 35 51
1(8m + 1) 2 7. 15 26 40 57

Este resultado puede expresarse también como una identidad entre un
producto infinito y una serie infinita:

oo 00 )
H(l _ mz) =1+ Z (m%m(Sm—l) + Q:%m'(3m—l-1)).

i=1 m=1

En el siguiente apartade veremos que no se irata tnicamente de una

férmula bonita.

Ejercicios 12.5
1 Demostrar que el coeficiente de z™ en la expansién en serie de potencias

de
(1+z)(1 +2)1+2%) -

es par salvo si n es de la forma gm(3m £ 1).
2 Sea gnq el mimero de particiones de n con d partes, todas distintas.

Demostrar que

Gn,d = Gn-dyd + Gn—dd—1 (1<d<m).

3 Utilizar la recurrencia del ejercicio 2 para caleutar g, gcon 1 <n < 22
y 1< d < 6. Comprobar que la respuesta es compatible con €l ejercicio 1.

1
)
1
|
|
\
.
4
;
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4 Demostrar que la identidad misteriosa puede escribirse también come

H(l—x

[ee]

Z (_Um im(3m—1) ‘.

mffoo

19.6  El caleulo de pin). -

Es posible calcular p(n) sin mds que hacer una lista de las particiones de n
en cierto orden (como en el gjercicio 19.7.13}, pero es evidente que se trata
de un método muy ineficiente. Podrfa mejorarse con un enfoque recursivo,
como el del ejercicio 19.1.3, pero tampoce es éste un método demasiado
eficiente. La identidad misteriosa del apartado anterior es la base para un
buen procedimiento recursivo; éste es el método que vamos a estudiar.

"Bl lector atento se habrs dado cuenta de gue la funcién generadora
P(m) de los mimeros p{n) es inversa de la funcidn generadora Q(z) de
On = €n.— Op; €N cOncreto,

Plz)={0-2)"' 1 -2 (1 ~2% ...
J _, Qle) = (1 -=)(1 ~2*)(1~2%). ...
De aqﬁl' se sigue q{le .‘
P(m)Q(ar;) :(i +p(-1)"w_t.+ p(?)f +7. -‘- +p(n)z™ +--)
O S e ALl
=1 .. -

El coeficiente de 2™ (n > 1) en el producto es cero. La regla de multlphcar
series de potencias nos da la ecuacién

p(n) ~p(n —1) = p(n—2) +p(n ~ 5 +p(ﬂ - 7) p(ﬂ - 12) P(n - 15)

_O-

Podemoes reescribirlo en la forma

p(n) = p(n*1}+p(n 2) p(n*5) p(nm7)+p(nk12)+p(nﬁ15)

]
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donde el miembro derecho contiene -dnicamente un nitmero finito de
términos, va que sélo aparecen los p{n — k) con n — k > 0. Por ejemplo,

p(13) = p(12) +p(11) — p(8) ~ p(6) +p(L)

Fstas férmulas propercionan un método recursivo eficiente para calcular
los nimeros p(n). El cdlculo puede disponerse como en la tabla 19.6.1,
donde supondremos, por conveniencia, que los valores p(0) = 1, p(1} = 1,
p(2) = 2, p(3) = 3, p(4) =5, p(6) = 7, p(6) = 11 son conocidos. '

Tabla 19.6.1

n 7 8 9 1) 11 12 -7 13- 14
pln—1) 11 15 22, 30 .- 42 86 . 77 101
pin—12) 7 11 ° 15 22 30 42 . 86 .77
p{n—5) 2 5 7 11 15,22 .30
p(n—T) 1 1 2 3 5 7 11 15
p(n—12) - - — - — 1 1 2
p(n) 15 22 30 492 56 77 101 135

Desde luego, para el calculo de los siguientes p(n) son necesarias filas
adicionales de la tabla. o o

Hemos cumplido nuestro propésito de hallar un método eficiente para
calcular los p{n} —en los siguientes ejercicios veremos cuin eficiente es. Es
notable que, aundue la forma final del método es simple, para justificarla
es necesaria practicamente toda Ia teorfa desarrollada en el capitulo.

Ejefcicios 19.6

1 Extender la abla hasta p(20).

2 Hallar el miniﬁlo n para el cual p{n) > 1000.

3 Sea t(n} el nimero de términos en el mlembro derecho de la ecuacidn

de p(n). Demostrar que

i)— 2m—1 sitm(3m—1)<n <y Im(Bm+1)
() = 2m st 2'm(Bm—i—l)S'n<2(fm+~1)(31%—1—2).

R
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Deducir que existe una constante K tal que t{n) < K/n paratodo n > 1

4 ime '
Demostra.r’ que el ndmero de sumas v restas necesarias para calculs
p{n) por el método de este apartado es O(n3/?). e

18.7 Ejercicios diversos

1 Calcular ps(9 10), d i
parte 9y ps( ), donde pk(n)r es el nimero de particiones de n con &

S S P . q :
2 ” ar 10 [|!agra, 138 de IE‘IIGIS ara denlOStIaI ue 31 numero de pﬂ-IthiOIleS de

7 en las que cada parte es 1 o 2 i i
. , &5 igual al nime ici
tienen exactarmmente dos partes distintas. 10 de pasticiones de n + 3 e

3 Demost i
- .
ar que el nimero de particiones de n en dos partes como maximo es

-

4 II-EaIlaI l.aé funciones generadoras de los niimeros de:
((1% par:‘m]ones de n en las que cada parte es como méximo 5:
11) particiones de n en las que sélo 1 ; }
i | g 88 partes pares pl._leden aparecer mis de
(iif) particiones de n en lag que cada parte es un muiiltiplo de 3

5 Dar una descripeié i
) scripeidn alternativa de p{n) —p(n—1 i ici
Goms oo poveas e ternafive {n)—p( ) como el niimero de particiones

6 Demostrar que
p(n+2) = 2p(n+ 1) + p(n) > 0.

7 Demostra o1 wiim '
. . .
o do Cqule el mimero de particiones de 2n en tres partes, tales que la suma
ualesquiera es mayor que la ter i : '
1 cera, es ignal al nimero ict
de 7 con tres partes exactamente. e pasticiones

8 Demostrar que e ndimero de particiones de n en % partes satisface
1 fn-—1
Mein) > —
w(n) 2 5 (k—l)'

9 a - . .. .
: >Comp>ro/]\:>ar que 8i A es una particién con partes Ay, Ag, ..., N, tales que \; >
2 < ... 2 Ar, entonces las parbes de la particidn conjugada X vieren dadas plorm

£ ’ i -
A = el nimero de partes de A no menores qued {1 <1< A)
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10 Sean A y p particiones de n con partes Ay 2 Ay = .. 2 Ay 2 2. 2

pis, Tespectivamente. Dremostrar que A ¥ & son conjugadas si, y sélo s,

M=s,  m=r, et Aiti-l (gign1<i<s),

11 Demostrar gue el niimero de particiones de n—m en k —1 partes exactamente,
ninguna de las cuales es mayor que m, €8 igual al ndmero de particiones den—k
en m — 1 partes, ninguna de las cuales es mayor que k.

12 Demostrar que el niimero de particiones de m en las que ninguna parfe ccurre
més de 2¥FL — 1 veces, es igual al nimero de particiones de n en las que ningin
milsiplo de 2% aparece més de una vez cOmo UNa parte.

13 La siguiente regla proporciona un método para enumerar todas las particlones
den en orden lexicografico. La primera particién es [n]. Supengamos que hermos
liegado a una particién A con partes A = Ay = o = Ay Entonces la siguiente
particién se obtiene asf: S SR :

{iysi A # 1, entonces las partes de la siguiente particidn son
Al:kﬂu--‘:Arwl})\T‘“}-:l; .- . . ) :

(i} si Ap = Xpm1 = 00 = Ar_sii DEMO Ay = T # 1, emtonces las partes
de la siguiente particiéh se obtienen sustituyends Ai_s, Ar—gtis- -2 Ay POT
z-l,z—1,z—1,...,x— 1,y donde 1 <y <z — 1y el nimero de partes
iguales & = — 1 se elige de forma que ¢l resultado sea una particién de n.

Utilizar esta regla para enumerar las particiones de 8.
14 Escribir un programa basado en el glgoritmo descrito en el ejercicio anterior.

15 Escribir un programa gue caleule p(n) para n < 100 mediante el método del

apartado 19.6.

16 El mayor cuadrado contenido en la esquina superior izquierda de un diagrama
de Ferrers, se conoce como el cuadrado de Durfee. Demostrar que para particidn
autoconjugada de n existe un enterc ky una particién de n en una parte de
tamafio k* (el cuadrado de Durfee) y otras partes de tamafio psr no mayores que

2k. Deducir que

2
Ek'

(1+:c)(1+m3)(1+w5)--_-:H; 1 -22){1 =% (1-2>)

17 Ttilizar 1a construccién del cuadrado de Durfee para demostrar que la funcién
generadora P{x) de las particiones satisface la identidad

’ =
xk

Plz)=1+ ; (1 -zP—a®) - (1 ZFYE

R —
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18  Demostrar que

h(E+D)
Y —xh). (1 =z

(1-f-$2)(1+:r4)(.1 +-m6}:..:1'+ i(l 2
-x

k=1

20 Simetria y enumeracion
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20.1 El indice de ciclos de un grupo de permutaciones

En este iltimo capftulo del libro volveremos al estudio de proble-
mas enumerativos en los que intervieme un grupo de permutaciones.
Ampliaremos las técnicas bésicas desarrolladas en el capitule 14 con algo
de &lgebra formal basada en la teorfa de las funciones generadoras, y de ahi
deduciremos un elegante resultado matemdtico con aplicaciones practicas
importantes.

Como ejemplo de problema representativo, consideremos de cuéntas
maneras podemos asignar uno de los colores blanco o negro a las esquinas
de un cuadrado. Como hay dos colores y cuatro esquinas, hay 9t = 16
posibilidades en total. Pero si tenemos en cuenta 1a simetria del cuadrado,
vemos que algunas de las posibilidades son esencialmente 1a misma. Por
gjemplo, la primera coloracidn de la figura 20.1 es la misma que la segunda,
después de una rotacién de 180 grados.

)

Fig. 20.1 Dos coloraciones indistinguibles.

Visto de esta manera, consideraremos dos coloraciones indistinguibles
si una simetria del cuadrado transforma una en otra. En este ejemplo, es
f4cit hallar las coloraciones indistinguibles por tanteo: no hay mas que seis,
tal como muestra la figura 20.2.

Al estudiar problemas de este tipo, en general, la herramienta més
importante es una notacién compacta que recoja la informacién sobre la

—
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estr.uetura, en ciclos de las permutaciones de un grupo. Sea G un gru

de permutaciones-de un corijinto X; con frecuencia, tomaremos X co o
el conjunto {1,2,...,n}. Cada elemento ¢ de &' puede desccmﬂponersemO
ciclos a; de longitud 4 (1 < 4 < n). Recordemos que el tipo de g es e}n
particién de n correspondiente ’

‘ [1712%2 . pn],

10

Fig. 20.2 Las seis coloraciones distinguibles.

Desde Iuego, se'tiene que a; + 200 + - - - + 1z, = 1. Asoéié.remOs agla
expresién !
dondellés'-xi (1< _i S n) no son més que, de momento, simbolos formales
gomo &'z de un polinomio. Por ejemplo, si @ es ¢l grupo de las simetrias
46 un cuadrado consideradas como permutaciones de los vértices 1. 2. 3 v
A A ) ¥ r
(i, las expresiones (, vienen dadas por la tabla 20.1.1. Nétese que, a pesar
e que los 1-ciclos se omiten de Iz n i6 i ”
_ otacién en ciclos de g, es i
incluirlos en (. \ * Impqrmme

Tabla 20.1.1

g R - S - S TR 48
id . T4 - - _ 4
(1234) - 2
(13){24) - 2 — _ x2
{1432) - 4 x:
- (12)(34) N T
(14)(23) S
(13) 2 1 - mng
(24) 2 1 - . 3:%:62
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La suma formal de los {, para todos los g de (7 es un “polinomio” en
T1,T2,. .-, In. S dividimos por |G| obtendremos el indice de ciclos del

grupe de permutaciones:

1
CG(E}-’IQ'" . iwn) = TGT] ZCQ-(Z:]?Q:Q: s !mﬂ)'

gelz

Por ejemplo, el indice de ciclos del grupo del cuadrado, definido como

antes, €s
G 2w ma + 323 + 2z4),

donde hemos agrupado los términos que corresponden & permutaciones del
mismo tipo. En general, tendremos que

1
Calwy, Ta, oy Bn) = Q_GT Zc(al,ag,u . ,oen)m‘flxg‘? Coexe,

donde c(ai,...,cn) €5 el nimero de permutaciones de G de tipo
[101292 ... p%] y la suma es sobre todos los tipos (es decir, sobre todas
las particiones de n). Vemos asi que €l indice de cictos es como el indice de
un buen libro: es una lista que nos dice algo acerca de las permutaciones

contenidas en G.

Ejercicios 20.1

1 Hallar por tanteo todas las coloraciones distinguibles de los vértices
de un tridngulo equildtero si hay tres colores disponibles. (Consideraz el
tridngulo como un naipe coloreado por ambas caras.) ’ :

2 Hay que decorar una barra uniforme de un metro de largo dividiendo
su superficie en cinco bandas de 20 cm y coloreando cada banda en rojo o
en azul. ;De cudntas maneras esencialmente distintas puede hacerse?

3 - Haliar el indice de ciclos de

(i) el grupo de simetrias de un tridgngulo equildtero consideradas como
permutaciones de los vértices;
(ii) el grupo alternado Aa;
(iii) el grupo simétrico 5.

e
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4 Se consideran los grafos de la figura 20.3 como estructuras planas en el
espacio tridimensional. Hallar en cada caso el indice de ciclos del grupo de
simetrias, considerado como un grupo de permutaciones de los vértices,

P

Fig. 20.3 Hallar los indices de ciclos.

20.2'7: Si_metria cfclj(:a y diedral'

Para, Ios desarrollos matemsticos postemores necesitaremos una pequetia
coleccion de fndices de ciclos itiles, de modo que en este apartado y en el
siguiente nos ocuparemos de algunos ejemplos importantes.

La simetria que ocurre con mds frecuencia es la asociada a un objeto
circular, como un disco coloreado o un collar. Cuando nos enfrentamos a,
un problema en el que interviene un objeto de este tipo, antes de empezar
hay que aclarar ura cuestién crucial: ;nos pefmiten las condiciones del
problema darle la vuelta al objeto {o reflejarlo en un espejo)? Por ejemplo,
si tenemos un disco dividido en sectores iguales sélo por una cara, es
evidente que no estard permitido darle fa vuelta. En la figura 20.4 hay

dos coloraciones en blanco ¥ negro de una cara de un disco que, en estas
condiciones, no son eqmvalentes

Irig. 20.4 Daos coloracionss no equivalentes de ua disco. .

By
1
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ermos un collar circular de cuentas colmeadas lo

tra parte, sl ten
e . ’ vuelta; en consecuencia, 10s- dos

que si esté permitido darle la

rmal es
o’ eberian considerarse idénticos.

collares de la figura 205 d

Fig. 20.5 Dos collares equivalentes.

5 permitido
Fmpezarernos por congiderar Ia situacién en que IO estd p ;
iclico.
dar la vuelta. En este caso, el grupo de simetrias es un grupo ¢

s los vértices de un ni-dgone regular en el sentido

Mo
Supongamos que marca o mtamon ”

los simbolos 1,2,
de las manecillas del reloj con °
angulo 2m /n alrededor del centro del ﬂfagono corresponde en' este caso

la. permutacion de los vériices
= (123...n).

icl3 ‘1, generado
L grupo de rotaciones del n-Agono es el grupo ciclico de orden’n ge .
por 7, es decir, ' o
, = {id, , P o }
iadas

e = I e @ : asoC
Por ejemplo, sin 6, las p rmutacmn Sy 1aS xpreslones Ciré
H

son las siguientes:

id (seis “l-ciclos) =8
(193456)  (un 6—ciclo) v
(135)(246} (dos  3-ciclos): = 3

95)(36)  (tres 2-ciclog) o3
8?3() (‘223(4) : (dos 3fc§clos) T3
(165432) “{n 6'—(’;1(:10) Te-

E1 {ndice de ciclos es, por 10 tanto, 7

TEMA.
es similar; los detalles los Proporciona el siguiente teo

(a8 + 23 + 2m3 ¥ 2$5) El caso general
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Teorema 20.2.1. Sea C,, el grupo ciclico de permutacioﬂes generado por
= (_123'._. ). Entonces para cada divisor d de n hay #(d) permutacioneg
de C, que tienen n/d ciclos de longitud d. El indice de ciclos es, por Ip
tanto,

CC’H (I1?$2: e ,.’L’n) - %Z qb(d)ﬂ:z/d

din

DEMOSTRACION: De acuerdo con el teorema 13.9, un grupo ciclico de
orden n contiene ¢(d) elementos de orden d para cada divisor d de n,
En este caso, las ¢(d) permutaciones son las.de la forma 7%/ donde
1<k <dymedlk,d) = 1. Sélo nos queda demostrar que cada una de
estas permutaciones posee n/d ciclos de longitud d.

Sea m la longitud del ciclo més corto de la permutacién #* (1 <4 <
7. — 1} y supongamos que z esté en un ciclo de longitud m. Entonces

'n’Tim(CL‘) :(ﬂ'i)m(x) —_—

Para cada gide {1,2,...,n}, tanto comoy estdn en el ciclo 7, de manera
que y = n"(x) para algtn r. Ahora bien,

(T)™(y) = ™" (2) = 7T (z) = 07 (2) = ,
de forma que y estd en un ciclo de #® cuya longitud divide a m. Pero m
es la longitud ménima de un ciclo, con lo que este cicle tiene longitud m.
Asi pues, todos'los ciclos de 7* tienen la misma longitud m.-Si el orden de

7 es d, habrd de ser 8 =m, con lo que hay n/d ciclos de longitud d, tal
comg afirmdbamos. a

Vale la pena sefialar que si hacemos la, sustitucién z; = 1 (1 <4 < )
en el resultado anterior, recuperamos la férmula cldsica
- dy=1
Y
que obtuvimos por primera vex en el apartado 3.3. _ S .
-Pasamos ahora_al cas_q en que se permite la simetria especular. En

primer hzlgay, SUPONEAamos que 7 es par y n >4, y sea n’ = %nz de forma
que los vértices de nuestro n-dgono son 1,2,...,n',n' + 1, .. -, .- Girar
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¢l poligono respecto de la bisectriz perpendicular a}‘ 13_.dq in es'lo Imsmo
que efectnar una “reflexién” sobre este gje (ﬁgura_20..6) y la permutacién

corresporidiente es’

o= (m)En— 1) 1)

l
i

n ot

n_lf‘—\z. )

A

/
/
#
~ -

n'

ST
i
I v
v
| |
i /
:
!

Fig. 20.6 Simetria de un poligono par.
Si tomamos 7 = (123...1) como éntes, tenerﬁo.s.que .
ot = (1n —1{2n—2)- (0 — 1n} -I— 1)-(n'){n)‘,
qué representa uln;eu reﬂexi.érl respecto-del eje nn'. -

i “bi i rpendiculares a los lados
Hayn' = —é—n reflexiones sobre las bisectrices perp e

v corresponden a las permutaciones

4 —2
o on?,ont, L aw T

| - L - : i ] frtices opuestos
ié f=1lny ioné re los ejes que uren vér
También hay n' = 5n reflexionés sob- i
y estas corresponden a las permutacmneg
3 5 n—1
Om, oK, 0%, ..., 00
es 7' v las n

ermutaciones, las n otacion
: ermutaciones, las n rota
Tenemos pues un grupo dé 2n p , o

1 PR T . al
reflexiones o', Se ¢onoce con él nombre de grupo dl_edr | do orao ™
‘ srtencia: alginos : ribe
v 1o denotaremos por Dan. (Advértencia: algunos autores esc : n

Iugar de Day-}

s

e

T po S S
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Sin es impar, pongamos n = 2n’ + 1, se tienen también n reflexiones:
aunq‘ue.ahora son todas del mismo tipo: reflexiones sobre un eje que -
u? vertice con el punto medio del lado opuesto. Por efemplo, si e{i{e 'une
n' como vértice (figura 20.7), se tiene que , B

c=(In)(2n—1}--- (0~ 1n' + 1)(n").

Fig. 20.7 Simetria de un poligono impar.

Dtle nuevo Fenemos un grupo diedral de orden 2n que consta de las n
rot‘amlones "y de las n reflexiones o’ (0 < i< n— 1)

Teorema 20.2.. E! indice de ciclos de Dg, 5 .

e +
5Co, (w1, 29, . ..
2 12 \, 1 {n—1)/2

17ym/2 9 nf2—1 .
) { 1 (s + 2 ) sin es par,
FT1Ty 3l m es impar.

DEM ON: ‘ i
OSTRACION: En el caso par, Dy, contiene n elementos de ¢, junto

1 . .
con 37 p‘ermugamones (como o) de tipo [2?] y in permutaciones (como
o} de tipo [1 2”/2_1}. Asf pues, {p,, (z1,%2,...,%,) es igual a

1 Z . n
4 n
din )

Y se reduce‘a la expresién del enunciado. En el caso impar tenemos las
n permutaciones de Cl, junto con n permutaciones de tipo [127/ liyel
resiltado se obtiene como antes. ’ O

20.3 Simeiria en tres dimensiones 507

Ejercicios 20.2
1 Elscr'zbir los fndices de ciclos de Chz, Dip y Dhg con todos sus términos.
9 (alcular el indice de ciclos de Dy si p s un primo impar y demostrar
que '
Cap (7575 - - - ,7)
es un enterc para todo entero positivo r.
3 Hallar todos los subgrupos de Dis y hacer un esquema del reticule de
sus subgrupos.
4 Los grupos Cig, D12 v Aa tienen todos orden 12. Hallar el nimero de
elementos de cada orden en cada grupo y concluir que no hay dos de ellos
isomorfos.
5 Uno de los grupos Cy x Cz, Cgx Cr 0 Cg x D2 noes isomorfo a ninguno
de los grupos estudiados en el ejercicio 4. . Cual es?

20.3 Simetria en tres dimensiones

L.a mayoria de la gente se familiariza con las propiedades de simetria de

un cubo ordinario (figura 20.8) en su tierna infancia, pero la descripeion
matematica de tales propiedades no suele formar parte de su educacién.
En este apartado intenfaremos poner remedio a esta deficiencia.

8 L
Fig. 20.8 Un cubo.
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’ E’mpezarempé con una cuestion- general importante: al discutir 1a
simetria de objetos: tridimensionales sélo consideraremos sirnetrias rofa-
cionales. EI lector quizd se pregunte por qué excluimos-las simetrias por
refleiion. Después de todo, al tratar con coliares hemos de tener en cuenta
las reflexiones si queremos ¢btener un modelo correcto de la situacién. Esto
es asi ‘por(:;ue podemos obtener una reflexi
utilizando una rotacién {ddndole la vuelta) en tres dimensiones. Pero no

hay manera de conseguir una reflexidn de un objeto sélido tridimensional
mediante un movimiento efectivo del objeto.

on de un collar bidimensional

Por ejemplo, en [a figura 20.8, la reflexién del cubo en el plano horizontal

‘& través del centro, corresponde a la permutacion (15)(26)(37)(48) de los
vértices, pero no existe ningun movimiento fisico del cubo que efectlie esta
permutacidn. _ B ’
Teniendo esto en cuenta, daremo_s una
del cubo (tabla 20.3.1)

Clasificaremos las rot

tabla de las simetrias rotacionales
; hay 24 en total, de acuerdo con el ejercicio 14.3.2,-

aciones segiin el eje y el orden de cada clase, y en cads,
caso daremos una permutacién representativa de los vértices

como en la figura 20.8). Nétese que una rotacién de orden m
Hque€ una rotacion de dngulo 27 /m. Asi pues, el indice de ciclo
considerado como grupo de permutaciones de los vértices, es

{(numerados
&3 lo mismo
s del grupo,

R (o} 4 8228 4 0ad 4 602),

Tabla 20.3.1:

. Eje

Orden’  Permutacién Ntimero

Recta que une puntes medios 4 (1234)(5678) . 6

~de caras opuestas . . S .

Elmismo 2 (I3)(24)(57)(68), . 3

- Recta que une puntos medios . 2 {15)(24)(37)(46) . 6
de lados opﬁestos

Recta.que une esquinas R {245}(386) .. 8

opuestas ) I T o

Py

En la practics, es frecuente que’ un problema -haga referencia a las
‘carag ¥ no-a los "Vértices del ciibo (flod cibos con que juegan los nifios

20.3 Simetria en tres dimensiones  B0Y

tienen coloreadas las caras y. no.los vér_tices!).‘Una, forma, de t.rz_xtar
este tipo de.problemas es trabajar con perm.ut,a'clones,de_ias car_a:, },)'f)r
ejemplo, la primera simetria de la tabla anterior mduce1 UnA perms 101;)1;
(A BYCDEF) de las seis caras, donde A y B son las (:a?r’as _sugt) T

¢ inferior de la figura 20.8, C es la cara frontal, et(_;.. ’.I‘ambier.l__ podemos
considerar el problema bajo un.punto de vista distinto utilizando Ia
construccidn que se muestra en la figura 20.9

" Fig. 20.9 Un cubo y su octaedro dual.

Afadimos un nuevo vértice en el centro de cadg cara del cubo y 3@208
dos de los nuevos vértices mediante una arista si las caras corres;_aon _1:13: :z
son adyacentes. De esta forma obtenemos un octz?.ed_ro Iregullar ugsc:s <
el cubo, conocido como el dual dei cubo... C‘ada S%r.netrl.& del cubo e
simetria. del octaedro, y viceversa. Como las caras del cubo clorresp_on' -
a los vértices del octaedro, cualquier problema acerca _del prlnie,rod]__:)uede
traducirse en un problemia sobre este Gltimo. En particular, el 1r§ zczmo
ciclos del grupo de simetria que actda sobre las caras (flel cubo tlas € rr;Jt e
que el indice de ciclos del grupo de simetria que actia s‘obr.e_ ij vé ”
del octaedro. Este indice puede encontrarse en la tal?ia gge Vmerra s
apal:tiif: .ahora hemos discutido tnicamente Erupos d(,a s‘imetrias ]?c;a(;oriz,;
les en tres dimensiones. Es evidente que los grupf)s ciclicos Cy, y die Ozade
Day, también aparecen en este contexto, por ejemplo, como gr;lr;;e -
rotaciones de un prisma con 1 caras (gura 20.1(?). Podn_a, esi)er e
hubiera muchas otras clages de grupos de simetrias rotac}:m‘na ES)t pfagrico
hecho no es asi: Aparte de los ciclicos, diedrales. y del ciibico-octaé )

R

oz a

e e

[ S

R,
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s6lo existen otros dos grupos de simetrias rotacionales en tres dimensiones
Lste resultado puede obtenerse a partir de la teorfa desarrollada en ei
capitulo 14 y su demostracién se esboza en los ejercicios 14.7.19-21. Para
nuestros propdsitos, seré suficiente seiialar que los dos grupos restantes
también estdn asociados a poliedros regulares.

\ . I
Ay /
i~ . s
1 e

Vi Pr
\1 M )
A 1 rd

-
’l/

Fig. 20.10 Un prisma con 7 lados.

AN

{b) Icosaedro
N a

&

(&) Tetraedro
- {c} Dodecaedro

Fig. 20.11 Poliedros regulares.

Ea primer lugar, tenemos el grupo de rotaciones del tetraedro regular
{ﬁg.ura 20.11a) que discutimos en el apartado 14.3. Como grupo de penrrmk
ta.zcmnes de los vértices, contiene la identidad, tres permutaciones de tipe
[2%] ¥ ocho permutaciones de tipo [13]. Como grupo de permutaciones de
las caras tiene la misma forma, lo cual corresponde al hecho de que el dual
del tetraedro es otro tetraedro.

En segundo lugar tenemos el grupo de rotaciones del icosaedro regular
{ﬁggm 20.11b) ¥ su dual, el dodecaedro regular (fgura 20.11¢). Este grupo
fas?mante posee varias propiedades notables, pero nos contentaremos con
indicar los indices' de ciclos. La tabla 20.3.2 nos da el indice de ciclosg
de cada grupo (@ de simetrias rotacionales que actia como un grupo de

20.4 El naimero de coloraciones no equwaléntes 511

permutaciones del conjunto X de los vértices de un poliedro regular en el
espacio tridimensional.

Tabla 20.3.2
Poliedro x| 1G] Indice de ciclos
Tetraedro 4 12 L(z% -+ 8zyms 4 323)
Octaedro & 24 & (af + 6adwy + 32iad + 62) + 8af)
Cubo 3 24 Lzt + 8z} + 9x) + 62])
Icosaedro 12 60 A(z1* + 24za? + 1525 + 20a3)
5 (

Dodecaedro 20 60 & (z2% + 202ixf + 15230 + 24x%)

Ejercicios 20.3

1 En el ejercicio 14.3.1 demostramos que el grupe de simetriag rota-
cionales de un tetraedro regular es isomorfo al grupo alternado Aa, es
decir, al grupo de las permutaciones pares de los vértices. Demostrar que
una permutacién impar de los vértices corresponde a una reflexién del
tetraedro, o bien a una reflexion seguida de una rotacién.

2 Hallar el indice de ciclos del grupe de simetrias rotacionales del
tetraedro, considerado como grupo de permutaciones de las aristas.

3 Tl indice de ciclos dado anteriormente especifica los tipos de las per-
rtaciones que corresponden a las simetrias rotacionales del grupo det
dodecaedro. Numerar los vértices del dodecaedro (utilizando la figura
20.11¢) y escribir una permutacidn de cada tipo. ‘

4 Obtener una permutacién que corresponda a una,‘reﬁ;exjén “del
dodecgedro. .

20.4 El nmiimero de coloraciones no equivalentes

En este apartado volvemos al problema general de hallar el niimero de
coloraciones distinguibles cuando interviene un grupo de permutaciones.

* Un ejemplo sencillo, que discutimos en el apartado 20.1, es el de colorear en
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blance y negro los vértices de un cuadrado: en este caso hay 16 coloraciones
en total, pero sélo 6 son esencialmente distintas si tenemos en cuenta la
simetria (figura 20.2). 7 o ‘ ,

En general, supongamos que tenemos un grupo & de permutaciones
de un n-conjunto X y que podemos asignar a cada elemento de X uno
entre r colores, Si indicam‘o"s el conjunto de colores por K, entonces una,
coloracion no es més que una funcién w de X en K. Hay 7 coloraciones
en total; denotaremos este conjunto por 1. _ ) -

Ahora bien, cada permutacion de g de (7 induce una perpmatacion § de
! de la siguiente forma. ._Dada una coloracién w, definimos §(w} como la
coloracién que asigna a z el color que w asigna a g(x), es decir,

(6()(@) = wlglo))

La definicién se ilustra en la figura 20.12, donde g es la rotacién de 90° en
sentido horario y w es la coloracién que se muestra a la derecha.

&(x)

£(w) )
Fig. 20.12 Thustracién de la definicién de alw). -

La funcidn que tra‘ﬁsforma g en g es la representacién de (¢ como un
grupo G de permutaciones de £2. Dos. coloraciones son indistinguibles si
una puede transformarse en la otra mediante alguna permutacién §, es
decir, ‘si_pertenecen a la misma érbita de (& en €. Asl pues, el ntmero
de coloraciones distinguibles (también diremos no equitialentes) no es mas
que el niimero de érbitas de la accién de ¢ sobre §2. - )

- Recordemos .que el teorema 14.4 nos.daba una férmula general
del nimerd de. drbitas. Pero antes de aplicarlo eornprobaremos que la
representacién g — j es fiel, de forma que el grupo imagen (7 serd isomorfo

a G’ Supongamos que § = g, con lo que

@) (@) = (G2(w)) ()
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¥, én consecuencis,

wln@) =elp@) @e® zeX).
Clomo la ecuacién es cierta para todo w, también lo es partib}ilar para
la. coloracién’ que asigna un color especiﬁ_ca’do a g‘} (x) ly Ic.)t_ro ."C{.))l(_)r a
Jos restautes elementos de X. En este gaso‘ la u’ec:uacmn 1mp11.ca qx;e
gi1(x) = ga{z) paratodo z de X' y conch.limos c_l'ue'_g‘l = g2 Ppr lo ta.nt{z 43,
representacion g — § es fiel y estamos listos p‘auja aplicar el tegremal 4.
La elegancia del resultado justifica lds prepara01on§s.

Teorema 20.4. Si (& es un grupo de permutaciones de X ylo{x1,. . En)
es su Indice de ciclos, entonces el nimero de coloraciones no equivalentes
de X con r colores eg . o )
Colr,ry o, ).

DEMOSTRACION: Hemos demostrado que |G} = |G}, La férmula que da el
ntimero de érbitas de G en {2 es

1 IS
= %;F(gn =1 SO IF@),

g€G

donde F'(§) es el conjunto de coloradiones fijas p(jr g
Sea w una coloracién fija por §; de modo que §{w) = w,.y sea (wyz...)
un ciclo de g. Tenemos que

wly)=w(g(z)) = (@) () =wl)

con 16 que w asigna el mismo color & T que & 1. Por el mis’mo argumento,
podemos demostrar que ¥ y 2-tienen el mismo color, y asi s1llceswarr?ent§
hasta demostrar que w es constante en cada ciclo deg. Sig tzemic k c1clgs,.
ol pimero de coloraciones con esta propiedad es exachqmenﬁe'r ; yal que
podemos colorear un elemento. de cada ciclo arbmra;na,ment.e ¥ 1(_)5 co 0re<s
restantes estdn ya determinados: 3i ¢ tiene a; ciclos de longitud z (1 <4 <
n), tendremos ag + - tan =ky -

IF(.@)I = ’I"k = T(a1+_--'+(¥n) - gﬂ(T!"ra e =T)'
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Si sustituimos en la férmula de drbitas anterior, el resultado gue se obtiene
€s precisamente {g{r,7,..., 7). : I

El teorema nnphca que el problema, de hallar el nimerc de coloraciones
no equivalentes si hay r colores disponibles puede reducirse al problema de
calcular el indice de ciclos. Si el indice de ciclos es.conocido, para obtener el
resultado no tenemos mds que sustituir cada =1, ..., z, por 7. Por gjemplo,
el nimero de coloraciones no equivalentes de los vértices de un cuadrado
es o

(%20 4 3r2 4+ 2r),
férmula que se obtiene haciendo 1 = %3 =23 = %4 = 7 en el ndice de
ciclos calculado en el apartado 20.1. Si r = 2, obtenemos
o §(16 +16 4+ 24 + 4) =6,
que coincide con la figura 20.2. A partir de los fndices de ciclos calealados
en los apartados 20.2 y 20.3, pueden obtenerse férmulas parecidas para
otros poligonos y poliedros regulares.

Para variar, daremos un ejemplo relativo a la simetria de un poligono
irregular: un rectdnguloe.

Ejemplo. Los participantes en el Clisico Maratén de la Umvelsmlad de -

Folornia (instaurado el afio pasado) no se distinguen, como es costumbre,
por el nimero de la camiseta, sino por insignias rectangulares hechas
con telas de colores, tal como muestra la figura 20.13. Desgraciadamente,
la mayor parte de los corredores son eminentes profesores, propensos a
enganchar las insignias boca a,bajo 0 con el anverso en el lugar del reverso
{0 de ambos modos si‘son de la Facultad de Medicing). Si este afio
pretenden competir 160 corredores, jcudl es el minimo nimero de colores
necesario para hacer las insignias?
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SoLucioN: Los segmentos de la insignia pueden identificarse con los
vértices del rectangulo, que numeraremos 1, 2, 3 y 4 en sentido horario con
el 1 en el vértice superior izquierdo. Bl grupo a tener en cuenta consiste

en las permutaczones _ _
id - {posicién correcta)
(133(24)
{12}(34)
(14)(23)

Asf pues, el indice de ciclos del grupo del rectdngulo es

(boca abajo)
(anverso en el reverso)
{los de Medicina).

1.4 2
- . . 1 4 : 2 . ara e}
y el nimero de insignias con r colores es (% +3r%) Bl minimo r p
cual :

$(r* +3r?) > 160

es 5; éste es ¢l nimero de colores necesario. _ i (I

Ejercicios 20.4

1 Utilizar la tabla de indices de ciclos del apartado 20. 3 para obtener el
niimero de maneras de colorear con 7 colores

{i) los vértices de un tetraedro;
(ii) las caras de un tetraedro;
(iii) las caras de un cubo.

9 Iallar el indice de ciclos del grupo de simetrias de una barra uniforme

dividida longitudinalmente en m partes iguales (los casos m par y m impar
han de tratarse por separado). Hallar el mimero de maneras de colorear

las partes si hay 7 colores disponibles.

3 ;De cuéntas maneras no equivalentes pueden colorearse con rojo,
blanco ¥ azul las caras de un dodecaedro regulgr?

4 Se divide un circulo por una cara ¢n ocho - sectores iguales y cada
sector se pinta de rojo, verde o amarilio. ; Cudntos discos diferentes pueden
obtenerse de este modo? '
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2005 Conjuntos de. coloracmnes y func1one> eneradoras

El teorema 2{) 4 es solo un caso especla,l de un resultado todav;a més

completa y elegante.. Fste resultado nos, permitlra calcularno sélo el

nimero de coloraciones no equlvalentes, sine también cudntas de-ellag

uslan cada color un némeroc determinado de veces. Por ejemplo, las seis
color :
oraciones en blanco y negro no equivalentes de los vértices del cuadrado

pueden clasificarse (véase la tabla 20.5.1) se
1
blancos y negros. ) segtin el nimero de vértices

Tabla 20.5.1
‘Negro Blanco Ni’n‘héra de.
coloradiones -
4 0 1 -

3 1 1

2 2 ]

i . 3 1.

0 4 .1

" Po
demos representar estos numeres sencﬂlamente €Omo coeﬁcmntes de
la funcwn genemdom

Ufb, w) = b4 + baw —i— 2b2fw2 + bw + w*
Nuestro objetive es demostrar
como puede obtenerse J
indice de ciclos aproplado () & partir et
Sea X el conjuntd a colorear y sea K = {a,b,...,h} el conjunto de

colores disponibles. A cada coloracién w ' + X —» K le asociamos una
expresion formal, el indicador de w, definido por.

ind(w).= @™ .. . -h”"",

donde na,nb, L

colores a a,b,.

donde n = iX i

; ﬁDac‘lo an subconjunto A del conjunto ) de todas las coloraciones,
efinimos la funcidén generadord U4 como la suma formal

) UA(a, b,.. ,h) = Z 1n§(w)

weA

7y, son el numero de elementos de X que Teciben los
Lk respectwamente Fs evxdente que 1, +nb +- +nh = 71,

20.5 Conjuntos de coloraciones y funciones generadoras  H1T

Es evidente que al agrupar-les términos de Ua, el coeficiente del término
aSbt - - - es precisamente el nimeroc de colora.ciones de A en las que el color

o 56 usa § veces, el color b se usa t veces, etc.
Necesitaremos una férmula explicita para una funcién generadora

partlcu‘iar ‘de esta forma. Supongamos que. tenemoes una particién
X=X UXp---UXy
con I X;f=m; (L<i<k)ymy+mat - hmg ="

Teorema 20.5. Sea una particién de X como la anterior y sea B él

conjunto de coloraciones w : X - {a,b,.. .,h} que amgnan el mjsmo

color & cada elemento de X; (1 <1 <k). Enf;onces_

--hml)(amz + pm2 _;_...hWZ) Koo

Un(ab,...,h) = (@™ + 5™ + |
X (@™ 4 6™ BT

DEMOSTRACION: Construiremos una correspondencia biyeétiva entre las
coloraciones de By los términos que se obtienen desarrollando el producto
de 1a derecha. Dada una coloracién w, supongamos que w a,mgna el color
¢y atodo Xy, elcolor cz & todo Xz, v asi suceswamente enfonces eleglmos

ios términos
™ del prlmer parentems,

cg*% del segundo parentems,

¢ del dltimo paréntesis.
Reciprocamente, cada eleccion && este tipo detérmina una dnica coloracidn
que satisface las condiciones para pertenecer-a B.

Bl producto de los términos . elegidos que corresponden a w €3

exactamente el indicador ind(w), de forma que al desarrollar el mzembro

derecho de la ecuacién se obtiene

DY néc_l('w)f

webB

Perc ésta es la definicidn de Ugy tenemos el resultado.
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Sihacemos o =b = ... = 5
sa="0= ..=h=1c¢enlaférmula de [J. .{a b h
factor se reduce a r, el ni e 1 o
o : , eknumero de colores. As{ pues, niimero total de
oloraci i
i ones de B es r¥, en concordancia con el hecho de que hemos d
ignar a ) i : °
gE - tf:ada una de los & conjuntos X1, ..., Xi uno de los + colores
O . e )
- 1vo principal de haber demostrado el teorema 20.5 es que es un
im 16 .
paso | tpzrtante en la demostracién del teorema princinal que se dard en
arta igui |
_ P 0_ siguiente. De todas formas, el resultado ' e interés por sf
mismo en ciertas situaciones. ' ' e

E‘]em[’li . i i a (v ). S%].
TeC l) Cl €0 fﬂ:mihas prepa-ran U1 11 115 ‘ ara S 111103 Oc].da nmno
e N ega 0 A 3 .
H p u g i
- 11 EE(). a8 O Ina (3I()Sl &, y IOS nmos de una misma.
fanl 18, [e(:]b ran tOdOS -
1810 T g D € las fEL ili 1 € uatro
T ’ B! ¥ (5] 84].() 08 d. Hllllas lenen
Ninos Y laS T Stante i I ec
5 tlene d 3 ca u C i
[+ (] O []a, na. alCﬂlar & fﬂnCIén
. ‘ ge r&dora.
pa. ra Cl numero de maneras de dlStIlbllII IOS regal()s ¥ haHELI‘ el numerc de
maneras e (;l]e i e e 4 QO £010
3 pﬂeden repa]." 1rs8e Seis8 1 taS OCh g l 311138

SoLuCIoN: j jur
Sub;ﬁii’ Eldconjunto X es el conjunto de los nifios, dividido en dos
ntos de tamaiio 4 y tres de tamaifio 2. Los ¢ olor
i : : , . Los “colores” son p (la
pelota) y g {la golosina). Segin el teorema 20.5 la funcidn generador}; tgs

(p4+ 42y 2 2\3 8 4 4
9 (p" +9%)° = (p° + 269" + g®)(p® + 3pTg® + 3p2g* + o),

Podri ' ' :
riamos desarroliar el producto y hallar todos los coeficientes pero sdlo
, _

necesitamos el coeficiente de 58¢% v faci ‘
(Ix D)= 7. g° v facilmente puede verse que es {2 x 3} +
O

Ejercicios 20.5 .

1 s 3 y
o (?&icula.r la funcién generadora, del conjunto de coloraciones que asignan
el mismo color a cada elemento de una parte de X, donde |X| = 10 5

(g 3111:3{ Zres collores disponibles y X se divide en dos conjuntos iguales;
os colores disponibk ivi i 7
Ay ponibles y X se divide en conjuntos de tamafios

2 Hn el gf i
: Cuabrsjeg}plo anterior, supongamos que hay seis familias, tres de ellas
mnoes, una con tres vy dos con dos, ;D i
on cual . $De cudn
distribuirse 11 pelotas y 8 golosinas? " 198 rmeres pueden
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20.6 El teorema de Pélya

Tstamos a punto para la culminacién de nuestrosﬁ_Qs_ﬁu@;zos;fiﬁﬁ*‘teofé'iﬁé'
legante combinacién de la

descubierto por George Pélya en 1935. Es'una e

teoria de grupos de permutaciones y del potente método de las funciones

generadoras. _ : o
Sea (¢ un grupo de permutaciones de un coujunto X y sea G el grupo

inducido de permutaciones del conjunto {1 de coloraciones de X, definido

mediante la regla (§(w))(z) = wlglw)}. Queremos obtener. la. funcién
generadora Up{a,b, ... ,h), donde D es un conjunto de coloraciones que
contiene un representante de cada drbita de & en {1 El coeﬁ_ciente de
a®bt .- en Up serd el mimero de coloraciones distinguibles en las que el

color @ se usa s veces, el color b se usa t veces, ete. _ _
R] teorema de Pélya asegura que Up se obtiene a partir del indice de

ciclos sustituyendo @; por

at+ b - H R
para 1 <14 <n). Antes de embarcarnos en la demostracion, veamos cOHmo
Ffunciona todo esto en el caso sencillo de las coloraciones en blanco y 1egro

de los vértices de un cuadrado. Tl indice de ciclog es

Lzt + 22z + 3x3 + 2z4),
y tenemos que hacer las sustituciones
I = b+ 1w,

gy = b+, my=1b +wd, T ;_b‘l +wt.

Se obtiiene

Up(b,w) = (b +w)* +2(b+ w)Hb? -+ w?) + 3% + ) + 2(6* 4w
= bt 4 PP+ 207w b + w‘% '

de conformidad con la tabla 20.5.1. Un poco animados ya, pasamos &

atacar el teorema general.

3
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T

deorema 2(-].6. Sea (G(71,2a,...,2,) el {ndice de ciclos da un grupo (¢

de}pefmutacmnes de un conjunto X. La funcién generadora Uy(a, b h)
elnumero.de coloraciones de X no equivalentes, si los colores di?Sp’OI-H:I;I

son a,b,.. ., k, viene dada-por o S : ®

UD:(G; b)_'_ RN h‘): Cé('b_'1302= v :-&n):.
donde - : S -
S - U-;Iq"'#bi;i-“'t-‘i-hi (1 <4 <n).

DE N ]
MOSTRACION: Fmpezaremos por hallar una férmula alternativa a

Up(a,b,...,h) = Z ind(w},

weD

d . )
C(?;lde)D;gg un conjunto de coloraciones que contiene un representante de
ta a orbifa de ,G en Q! Para_ elle invocamos la forma “pondera'da”' del
eorema 14.4, tal como se indica en el ejercicio 14.4.5. Si aplicamos est
resultado a la accidn de 3 en Q se obtiene )

s Do indlw) == 30T nd(w)

1
weD, 6] st Lwiria)

Ah ;- . . e ’
ord bien, la suma entre corchetes s, por definicién, Uiz . Adems
coloracién w es de F(§) s Slo-si en cadde ciclo de g, tal
. g) si, y sdlosi, es constante en cada ciclo de g, tal
como se vio en la demostracién del teorema 20.4. Por ,

(o lo tanto, 1
explicita de U, nos la da el teoberna 20.5: ° JEER .forma_

UF(g)(a,b,...,h) :‘.(a‘ﬁlf.f"+hml).x e X (amk+'°'+hmk)
:Uml...o‘mk, 7 V

dond i
bon e ‘ml, '.7TL2, ... ,7?1;; 500 la_s tongitudes de los ciclas de g- En otras pala-
Tas, sl g tiene o ciclos de longitud (1 <% < n}, entonces

Urg){.b,..., h) :'.G’ftlcrgz -;'03"

=-<§{le.025 cees G‘n).

S'-'?: la represgntgc;f)n 9 — g s una biyeccidn, tenemos que G| = |@|
}{s‘:{t_t:lyjerlido _la expresion anterior de UF"@j obtenemos S

UD(&.,b, e ,h) == Cg(o‘l,o‘g, e ,O’n),

£20.6 - Bl teorema de Pélya 521

tal como querfamos dernostrar. o L N

El teorema de Pélya nos proporciona un procedimiento mecédnico para
calcular el ntmero de coloraciones no equivalentes de varios tipos. En
general, la tarea principal es calcular el indice de ciclos del grupo que
interviene y por este motive nos hemos armado con una pequeiia lista
de indices de ciclos ftiles. La tarea secundaria es expandir la expresion
que resulta al sustitulr z; en el indice de ciclos y hallar los coeficien-
tes buscados. Fsto 1ltimo puede ser laborioso, aunque a menudo no es
necesario completar fodos los detalles.

¥

Ejemplo. (Apartado 14.4 revisiﬁado). ;Cudntos collares pueden hacerse
con 3 cuentas negras y 13 blancas?

Sorucién: El grupo en cuestién es el.grupo die'dra-erég‘ qué»acrt:,:i‘ra; en los
vértices de 16-gono v, segin el teorema 20.2.2, el indice de ciclos es

3 {(#1° + 05 + 2at + 423 + 8z16 + 8x3al).

Para hallar el ndmero buscado, hacemos la sustitdcion'z; = & +w' {1 <
i < 16) y calculamos el coeficiente de b*w'®. Se ve que las potencias
impares de b y w s6lo pueden provenir de los términcs 718 v 8xizl, asi
que necesitamos el coeficiente de bw!3 en

L+ w)® + 48+ wPE +u)] -
= {0 (P )
o 862 + 2bw +w?) x (B 4 THPw M),

Por lo tanto, la respuesta es

1 {1615 i m"'
& (1593 18 x2x 7) =21

En el ejemplo anterior, los términos que contribuyen a ia respuesta
son precisamente aquéllos que contribuyen a la “suma de puntos, fijog”
que aparecia en el apartado 14.4 cuando utilizdbamos un método mAs
elemental. Lo cual no es de extrafiar, ya que el ‘mievo método esté basado

en el antiguo.
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Ejercicios 20.6

1 (De cudntas maneras pueden colorearse las caras de un cybo de forma,
que haya dos caras rojas, una blanca y tres azules?

9 . . .
. Construir explicitamente la funcién generadora Up(a v) del nime
e m , ’ -
aneras de colorear las caras de un octaedro regular si se dispone d.
los colores azul y verde. °

3 M) Cud . .
(1) i.Cudntos discos pueden obtenerse al dividir una cara de un disco
en cinco sectores iguales v color j |
ear dos de rojo
o ol jo, dos de blanco v uno de

(ii) ;Cuédntos collares puede irs ‘
1 construirse con dos cuent j
blancas 'y una azul? - o ol dos

4 . ’ . . ’
Si s6lo intervienen dos colores, es conveniente usar los simbolos lyx

en ly, ' -
f gar de by w (o de los nombres de otros colores cualesquiera}. De esta
orma obtenemos una funciér generadora de la forma,

fo +f1i+fé$2+"'+fn$",

s;)nde fi es el ndmero de configuraciones con i objetos negros y n — i
d'anc?‘s. thene]:" la fgn_cién generadora explicitamente para el problema
iscu :1:(:1_0 en el ejemplo,_ de los coilares con 16 cuentas hlancas o negras ’

5 Los quimicos estudian qué moléculas pueden formarse con un atomoe C
(carbono) unido & cuatro radicales que pueden ser HOCH; (hidroximetil

.CZHEf (etilo), Ol (clorino) o H {hidrégenc). Hay buenas razones .
imaginar esta situacién® como un 4tomo C colocado en el centro dpara
tetraedro regular ¥ los cuatro radicales en los vértices. o

(1) Demostrar que hay 36 moléculas posibles.
(i1) Demostrar que hay 15 moléculas aue contienen un radical H

(iii} Calcular la funcién generadora
H{x) = ho+ hiz + hoz? 4 haz® + hyat,

d ; ; imer
onde fi; (0 < 5 < 4) es el ndmero de moléculas que contienen
exactamente 1 radicales H.
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20.7 Ejercicios diversos

-1 Demostrar que ¢l fndice de ciclos del grupo de gimetrias rotacionales del cubo,

chnsiderado como grapo de permutaciones de las aristas, es

£ (23 + 32§ + 62} + 6zl + 85%).

2 Sea A un grupo abstracto que contiene elementos w i o tales que

(i)« tiene crden n, (i) o tiene orden 2, (iif) ow=a"ta.
Supongamos también que todo elemento de A puede expresarse como un producto
de términos iguales a 7, 7! 0 & (ndtese que o = o~1). Demostrar que todo
elemento de A puede expresarse de forma tinica como eert{e=001,1<4< n—1)
v deducir que A =2 Doy,

3 Demostrar que Doy x Cy = Dyy para todo entero positivo impar .
4 TDescribir el centro Z{Dy,), distinguiendo segin que 7 sea par o impar.

5 (Caleular el nimero de maneras de colorear un disco dividido en p sectores por
una cara si se dispone de tres colores para cada sector y p s unl primo impar.

§ Caleular et ndmero de collares que pueden construirse con p cuentas si se
dispone de tres colores y » es un primo impar. ’ ’

7 Se tiran seis dados indistinguibles. Utilizar el teorema 20.5 para construir
una funcién generadora U*(a1,a2,.. ., g} del nimero de maneras de obtener un
resultado dado si los primeros cuatro dados muestran el mismo nimerc ¥ los dos
\iltimos también. Sustituyendo zf por g; {1 <4 < 6), hallar el nimero de maneras
en que puede obtenerse de este modo un total de 18. :

§ Calcular el ntmero de maneras distintas de colorear las caras de un dodecaedro
con tres colores, con la condicién de que cada color se use al menos una vez.

9 Se colocan tres bolas rojas, dos azules y -una amarilla en Jos vértices de un
octaedro. ;De cudintas maneras puede hacerse? "

10 Demostrar que si ny 47 s un primo impar, ] mimero de collares que pueden
hacerse con 1, cuentas negras y mg blancas es igudl a

1 (nl 'i"ﬂ-g) + }(%(nl Frg — 1})
2(?11 4 ’.’Lz) T 2 1_%?1.1_‘ )

11 Se pinta un lipiz sin afilar (totalmente cilindrice) en siete bandas de ignal
tamafio. Se dispone de los colores rojo, verde y amarilio. ;jDe cuintas maneras
puede hacerse si hay
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(i) dos bandas rojas, dos verdes y tres amarillas;

: iones a ejercicios escogideos =
() cuatro bandas rojas, una verde y dos amarilias. SO]U‘CIOH J SR R

12 Calcular el mimero de maneras de colorear las caras de un dodecaedrd régular
de manera que haya seis caras rojas, cuatro amarillas y dos azules.

13 En el gjercicio 14.7.21 obtuvimos tres grupos finitos de rotaciones “especiales” T ",
de dérdenes 12, 24 y 60. Se trata de los grupos de simetria rotacional de! tetrasdro o ' o
regular, del cubo y deif dodecaedro regular. Describir en cada caso las rotaciones

geométricamente, especificando un eje representativo de cada rotacién de cada
orden. ' > Co- oo

FEjercicios 1.1 "~ .
3 Tomerc¢=a—b=a+ (0.

14 Calcylar el centro de cada umo de los tres grupos discutides en el sjercicio Ejercicios 1.2

anterior. .. s e
e S 4 {i) Sr, —4. {if) No. (iif) 57, 0.

15  Demostrar que el grupo del dodecaedro regular es isomorfo al grupo alternado f . S

A5. . oo t 6

1 9 3 4 25
7 8 g 10

i1 12 13 14 15
16 17 18 19 20
21 22 23 24 5

s =10,t = 5.

Ejercicios 1.3
2 =21, =201 (’.'1 > 2)
4 (i) un=3n— 2. (i) un = {nI)2.

' e Ejercicios 1.4
) . S 2 §,= (%n(n+}.))2.

Ejercicios 1.5
2 11 111 000 001,30 420,1545.
3 (1) 221. (ii) 1468. N

Ejercicios 1.6

9 8ia=peb=gc, entonces Ta + yb = (zp + yg)e.

Ejercicios 1.7

e | \ med(721,448) = 7.
‘ 5 mod{966,686) = 14, una solucién es 7 = —110,y = 155,




ninguna hija o tener varias hijas. (iil) No, las mujeres no tienen esposas.

1
H 3 (i) 8 si U incluye a los ciudadanos fallecidos. (i) No, x puede no tener 3
}' Tjercicios 3.5

a T
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1| Ejercicios 1.8 ' - Ejercicios 3.3

|L 2 201 =3x 67,1001 =7 x 11 x 13,201 000 = 2% x 3 x 5% x &7. 1 18,812

’ f 'J 9 1L I 4 $(a)d(b) = pab) si mcd{a,b) = 1.

i |

!; ‘ H

'. [ l Ejercicios 2.1 ' . Ejercicios 3.4 .

? i : .

; EII 2 Tormar g(’l,) =g para 1 S i S 5. ) 1 43.

| I .
| !

Ejercicios 2.2 : : 1 14 599 715 200. '
1 . (i) Inyectiva. (i) Biyectiva. (iii) Inyectiva. (iv) Ni inyectiva ni exhaustiva. 2 5040,
2 Ndtese que u(n) =u(n - 7) n>8

) Ejercicios 3.6
Ejetcicios 2.3 ‘ ' . 1 (137)(2548)(6)(9).
L (n=57() =20 (i) n=6,f() =2~ 5. (iii) n = 8, f(i) = (i + 2)% + 1. , a8 :
‘ 4 = (12)(34), e = (13){24), a3 = (14)(23).

Ejercicios 2.4
Ejercicios 4.1

D T— -

1- 3,12 .
5 El conjunto {n +'1,n+2 2n} lo dermuestra. - _ 3 i complementario de un r-subconjunto es un (r — r)-subconjunto.
1 yrre -
5 1820,6188.

; Ejercicios 2.5 _ . . ) 7 6 Los r ceros pueden estar en cualquiera de las n posiciones.
L 1 (3) Una inyeccidn adecuada. esila inclusidn i : N — Z. (ii) i(n) = —n. s 9
i (iit) 4(n) = n+ 105 - 1. ‘ | -' Ejercicios 4.
gﬁf _ 3 Considerar N = 6pyps -+ - pi— 1, donde se supons que p1, pa, . . ., i son todos 2 (n—ZQ—E).
'f i\ los primos de la. forma 6m + 5. 3 %(n +1){r+2).
‘ i
.{ !T! Fjercicios 8.1 . Ejercicios 4.3 _
! f’ b4 | : . 2 (i) 462. (i) 45. (iii) 10. (iv) 34 560. -
'I U 2 Los muiltiplos de 2 y los mudltiplos de 3 no son disjuntos. 4 Hacerz=lyz=-1.
- bk
. iF[
; 3 . . . )
]. I:J Ejercicios 3.2 ) ) Ejercicios 4.4
hf 120 : L 86

M 3‘ No, ya que 3 no es divisor de 40. - : 2 582

i 5 26% 25 : 39
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Ejercicios 4.5

1

1 95 96 97 98 93 100
gn) T2 32 96 42 60 40
) 1 g -1 0 0 0

4 dlzyd|nsiysdosi din—zydn.

Ejercicios 4.6

1 {i) dv =7k (ii} Al menos cuafro.

2 (i) 123, 456. (ii) Tmposible. (i) 123, 234, 345, 456, 567, 167, 127,

4 vV=khE=v-kr=ur/k—r

Fjercicios 4.7

1 4,12,30,66,132.
2 (i) Imposible. (i) Posible,

Ejerciclos 5.1

1 1127 966 1701 1050 266 28 1.

Ejercicios 5.2
2 {1,11,6},{27} {5}, (9).
3 (1) 24. (iii) 6.
4 nl{n-1L
6

Dado a, puede no existir un b tal que a ~ b,

Ejercicios 5.3

1 34 8650.

2 126 900, 756.

5 (i) 2520. (i) 2520.
Ejercicios 5.4

1 Hay 15 particiones.

2 Restar 1 a cada parte.
Hjercicios 5.5

2 Una permutacidn conveniente es o = {1)(268974)(35).
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T =7 ()T
265.
6 15,

Ejercicios 5.6

1 sgna=l;sgnf = ~1,sgny =1
4 (i) Posible. (i) Imposible.

Ejercicios 6.1 o
2 (i) Falso. {ii) Falso. (iii) Podtia ser cierto; pero de hechio és falso.

3 6,5

Fjercicios 6.2
3 1z =2y=1. No hay solucidn en Zs.
4 3,5

Bjercicios 6.3

4 6,13,7,8
5 4

Ejercicios 6.4

1 (i) 81 {ii) No. (iii) S

2 v=dn+3,k=2n+1lra=mn.
Ejercicios 6.5

1

AS KH QC JD
KC AD JS QH

QD J¢  AH  KS -
JI QS KD AC.

3  Ya que 4 no es primo.

Ejercicios 7.1

1 e = tzoy), po = ulmoy); cir =ty + i),
m=ulzy+e) (1<i<n~1); pn=ca
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Ejercicios 7.2 FEjercicios 8.3
1 101,23,78; 58,23,78; 46,23,61. . : 1 (i) No. (ii) 87 (ifi) No. (iv) No.

n—1—d,n~1—ds,...,n—1~—d,.

2 97,13,78; 11,31,25; 60,138,78. 2
3 Sdlo hay dos posibilidades.
5

Ejercicios 7.3 No puede haber vértices de grados 0 y n — 1 en el mismo grafo.

2 153.
b Ejercicios 8.4
Bjercicios 7.4 ‘ 1 3
3 Elvalor de g es el producto den ym. . . : 4  Hay un camiro euleriano pero ningin ciclo hamiltoniano.
e : 5 No.
Ejercicios 7.5
I @n(i)n—1 @iz >z > > T Ejercicios 8.5
3 (ili) (ak,be) = (fetr, fi), donde fi se define mediante fy =1, fo = 2, fr = 4  Calcular componente a componente.

Jopr 4 frpa (r < 2).
Ejercicios 8.6
1 (i) m (i) 2. (i) 3.
2 3,4,4.

Hjercicios 7.6
1 i) md (i) n? (i) 3 (iv) n™.
4 Porque log, n = log, n/log, a = Clogyn.

: Ejercicios 8.1
Ejercicios 7.7

2 3
2o 4 {logz20] = 5.
4 amdbz =mg +my—ms +me; ayHbt = mgtms; ezt dz = motmy; cytdi = 5 1913,
My — my + My + M. ’
T2
Bjercicios 7.8 ' .
. : . AN Ejercicios 9.2
1 3 4 5 1 2 T 8 6 9
3 4 1 2 &5 7 6 8 9 1 5 )
3 1 2 4 5 6 T &8 9 : 2 (i) 6. (i} 6. (iii) 5.
1 2. 3 4 °5.6 7 8 9 r - 3 (3) 16,55,33,63,81, 76. (1) 12,21,17,28,32,51,19, 84,38,49,77, 73, 56.

Las siguientes pasadas no tienen ningiin efecto. : .
Ejercicios 9.3 -
Ejercicios 8,1 . 3 El AGM es inico.

1 No. o : 4 Cuatro AGM, peso 20.

3 in{n —1) aristas; n > 5 es tmposible.
Ejercicios 9.4

Ejercicios 8.2 ) 1 (& es conexo.

1 El segundo grafo no tiene 3-ciclos. S 2 3
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Ejercicios 9.5
2 No conexo.
3 n-11 n-11n/2] :
3 Bl nimero de vértices en el nivel ¢ es < k(k — 1)+ 1.
Ejercicios 9.6
1 wvadebghw
2 ADCPF.
Ejercicios 10.1
2 (i) s (3) o (iii) 7. (iv) Cada o estd relacionado con cada .
3 No
Ejercicios 10.2
L (i) 3. (1) 5. (iif) 3.
3 Daramy; elcolori—j (modn).
Ejercicios 10.3
2 @Q=E.
Ejercicios 10.4
1 F{$2)$3:m4}ﬁ {yﬂ)yx;}-
2 (i) Por ejemplo, zaysmsyn. (i) M’ = {2ays, Tays, Taya, 25t }. (iv) SY.
Ejercicios 10.5 % N

2 Todos los 3-subconjuntos, salvo {z,,zs, 23},

BEjercicios 10.6

1 Setoman a,l, b e,t, s como representantes de los conjuntos en el orden dado.
3  Hay cinco conjuntos que contienen tpicamente los cuatro elementos
{a,e,m,1}.

Ejercicios 11.1

1 C,b,a,d,e,f;d,e,f,a,d‘
2 1,2,4,546,7,8,3,0.

S
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Ejercicios 11.2

1 Camino critico s,p, ¢, 2,¢.

2 Actividades criticas oy, ag, s, 211-

Ejercicios 11.3

1 Elcorte {s,b}, {a,c,d,t} tiene capacicad 10.
9 Flujo: 4,5,1,3,4,2,5,2. Corter {s,a,0,d}, {c,t}.

Ejercicios 11.4 o
1 (1) 11 (i) s, e b,d,t12, (1) {5, e e}, {a,d,t}. {iv} f* es un flujo mdximo.

2 Flujo meximo = 38.

Ejercicios 11.5

1 Flujo mdximo = 55.

2 Flujo mdximo = 39,

Ejercicios 12.1

1 En el método recursivo, el mimero de multiplicaciones es O(n).

3 Fl mismo nimere de multiplicacionss, menos necesidad de memoria.

Ejercicios 12.2

() (2(47) + 3R/ (i) B2
4 (I) Fn = {n—1-

Bjercicios 12.3
3 @, =2n -
Ejercicios 12:4
1 9; hay cuatro estrategias Optimas.

2 21, adjudicar 2,2,1 6 0,2,3.

Ejercicios 12.5

2z =1,23 = 0,2y = 5; heneficio 184. &, = 4,33 = 0,33 =1 beneficio 166.
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Bjercicios 12.6
1 TLongitud 14, tres caminos posibles.
2 23 =2,19 =1,23 = 1; éptimo 34.
Ejercicios 13.1
1+ tiene las cuatre propiedades, — todas salvo la asociativa, y % todas salvo
el inverso.
Ejercicios 13.2

3 (i) Todos los = > 2. (ii) Ningin n. (iii) n primo.

Ejercicios 13.3

2 Day=1l=z=y*
3 Utilizar la parte (i) de la preguenta anterior. .

5 (ab)e = ¢, pero afbc) = b.
FEjercicios 13.4

1 10, 4; 6, 6.

3 Ordenes de AB=T, 6.

4 La matriz (—61 i’) tiene orden 2 para todo b.
Ejercicios 13.5 N
2 (iii) O bien cads elemento tiene orden 1 o 2, o bien hay un elemento @ con
2 £ 1.
Ejercicios 13.6
1 Um<3>={3,3%3%34,3% 30 = 1}.

2 La funcidn que envia ( é T) & m es un iscmorfismo de M en Z.

Ejercicios 13.7
1 Kl Sl’, I(-Q no, Kg no.
2 H={iz}y K= {iy} es un ejemplo.
4 Z(G) es la interseccidn de todos los C(g) con g€ G.
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Ejercicios 13.8

2 Clases laterales: {,z}, {r,z}, {s, 4}
3 Orden 1: {identidad}; Orden 2: {identidad y una reflexidn}; Orden 5:
{identidad y 4 rotaciones}; Orden 10: todo i grupo.

Ejercicios 13.9
1 <2’ =0, <28 >=04,< 2" >=0Ch.
2 $(66) = 16.

Bjercicios 14.1

1 (i) No. (i1) S¢ (i) Sr. (iv) No.
(i) 4. (i) 2. (i) 1156.
1,2,3,4,5,6,7,8,10,12,15.

El grupo tiene orden 12.

o Lo DD

Ejercicios 14.2
1 id, (15)(24).
2 —1,6,7},12,4,5}, {3}
3 {1,3} {2}, {4}, {5,7},{6,8}.

Ejercicios 14.3
3 {afhibedel; |Gl =4,|Gy =2,|G]| =8

Ejercicios 14.4

2 2L
4 42.

Ejercicios 14.5 ~
9 (i) 8% (i) Si. (iii) No. {iv) No.

Bjercicios 14.6

1 24,
3 (13)(24); ga.
5 o=/(73).
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Ejercicios 15.1
1 vy m* (vi) Hay seis. \

Ejercicios 15.2

1 {1,3,7,9}, ailico, generado por 3; {1,2,...
{1,5,7,11}, no eiclico, Oy x Cs.

3 U ={i,4,—1, i}, ciclico, generado por 3.

, 10}, ciclico, generado por 2;

Fjercicios 15.3

2 b es un generador.

Ejercicios 15.4

I Ha*+4°+z4+3,2%+ 2 +a% + 3z 4+ 2.
)zt 42+ 4 A+ 3,07 +xt 2% 122 L 3z 4+ 2

4 Cierto si m es primo.
Ejercicios 15.5

1 g=zr=z+1

2 g=5"+4 +x+2r=22+1
Ejercicios 15.6

Lozt 1 Az) =1, plz) =2z + 2.

2 44, ' \

3 (21 () 41 (H) 2+ 1
Bjercicios 15.7

6 Zys5 no es un cuerpo, la factorizacin en Zs{z} no es tinica.

Ejercicios 15.8
U (@) (= +2)(w+3): (ii) (z+ 8)(z + 9)(x + 10). (5i) (2? +2)(x® + 3z + 3).
2 Ltz +2,97 4242

Ejercicios 16.1

1 Siec=2z+1, los generadores son c,c® = g +1,¢% = 5 + 2,&7 = 25 + 2.
2 %,2,2%, 1.
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Ejercicios 16.2
1 (@) 0=w 1=y (i) 2.

Ejercicios 16.3

2 Tomar—w,l—oy,z—z,z+l—E
3 3,7,11,19,23; los grupos son ciclicos.

4  El mimerc de polinomios ménicos irreducibles es > 0.

Ejercicios 16.4

1 {i) 3. (i) 2. (iii) 5

3 (i) Reducible. (i) Irreducible, primitivo. (iif) Reducible.
4 $(31) = 30, es decir, todos salvo 0y 1.

5 4,5,6,7.

Ejercicios 16.5
1

66 23 50 41
03 79 88 97
10 87 99 T8
31 98 77 89

Ejercicios 16.6
2 U)WJLUAL@A)Gﬂx:Lz+3y:Lx+y:Lﬁm(Lm 
3 {) 3. () 2. (i) 4. (iv) 2.

Ejercicios 16.7

1 13 semanas, el esquema es un plano proyectivo sobre F,.

2 El complementario de cada cuadréngulo es und recta.

Ejercicios 16.8
1 {1,4,5,6,7,9,11,16,17}.

Ejercicios 16.9
v (ot - p%)/4, (0" — p)/5,(0° — 0 - " +p}/6.
2 4t lettr+lost 4+ e+l
3 =zz+1,2*+z+1y los polinomios obtenidos en la pregunta 2.
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038  Seluciones o ejercicios seleccionados
5 (i) 2,4,8,64.

Bijercicios 17.1

1 (i) & = 2, detecta 1, corrige 0. (ii) § = 2, detecta 1, corrige 0. (iii) § = 3,

detecta 2, corrige 1

2 {if} y (iil) pueden extenderse.

Ejercicios 17.2
1 k=148d=n
3 2; {60 00D 000,11 111 000,80 017 111,11 100 111},

Ejercicios 17.3 -
1 8 palabras.
2 n=7k=236§=3.
4 (i} 6. {ii) 10,
Ejercicios 17.4

1 100 110.
2 2048; sdlo la segunda palabra es del eddigo.
3 ) 12 (i) 15.
Ejercicios 17.5
1 (i) No. (i) No {no es lineal). (iii) 81, (iv) Sr.
: 110 .
2 000,111, H = (0 : 1) por ejemplo,

Ejercicios 17.6
I {e+ Bt +2® + 22 4o+ 1)
3 (i) 82, (iif) 2t + 2+ 1.
Ejercicios 18.1 _
L ()1 —zt4a® —102° (i) § + Po - o - Zlad,

81 -
4 1tz +at ta®+ 51420 40t 208+

Ejercicios 18.2 7
U0 5/(1-a)+ (- 5)/(2+z). (i) 141 +2) + (—4)/(2+ 2} + 4/(3 + ).

Soluciones a ejercicios seleccionados 539

(2 + 22}/ (1 + 2 + 22%) + (24 2) /(1 + = + 227).
H4a) ™t r L —ay il - et il )

Fjercicios 18.3
Fr—1

L (i) 280. (i) (n+ L)(n+ 2)(n4r3)/6- (iii) (Tf;)‘
4 1(5n®+3n +2). b

Ejercicios 18.4
1 {1—{n)2"

2 (i) 5A{z). (i) Alx) +5(1—=z) "

(iif) 2 °(A(2) — ap — 012 — aza® — a5a?

— agzt).

Ejercicios 18.5
1) (4P (~1)M)/5. (i) 5 — 27 4 37 (i) (8 — 6r - {—2)")/9.
2 b, =F, (como en.el ejercicio 12.2.2).
3 Sia=0ybh=2 z =(—1)*3E 4+ {17

Fjercicios 18.6
2 Qx) =z/{1 - 2){1 - da).

Ejercicios 19.1
2 1,2,3,8,711,15.

Ejercicios 19.2
1 (i) [12%3%8). (i) (122577
2 (i) No. (ii) No. {iii) 8. {iv) 3¢
3 THay siete de ellos.
4 T

Fjercicios 19.3 - )
1) (1—a®) M- e (@) (1 - a) T -y
3 49 . o
4 25, : -

Ejercicios 19.4 ,

1 @) (4 +a?) {1+ 2%+ (1 +a% 425
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540  Soluciones a ejercicios seleccionados

(i) (1 —2)7H(1 = o)1 =2
(iii) 5(1_$5) G Y S L e

EJer(ucms 19.5

2

Restar 1 a cada parte,

Ejercicios 19.6

H

2

géz?;) = 176,p(16) = 231,p(17) = 207, p(18) = 385, p(19) = 490, p(20) =

22,

Ejercicios 20.1

4

10 coloraciones distinguibles.

20. -

(i) {3 + 3z1mg + 2ws)/6.

{ii) (z? + 8z 25 + 323) /12,

(iii) (=} + 10232y + 20%r; + 162,22 + 30z 24 + 20mamy + 2425)/120.
(2 + 2523 + 223)/4; (2] + 2w 2] + m7h + datnd) /8.

Ejercicios 20.2

2
5

(2 + (p— Vzp + pryzh ") /2p; utilizar el tecrema de Fermadt.
Cs x Cg. '

Ejercicios 20.3

2

{28 + Bx2 + 3zixd)/12.

%

Ejercicios 20.4 Y

1
3
4

() (et + 1192)/19, () (% + 11r2)/12. (3D) (r° + 3r% -+ 120 4 892)/24.
9099. '
834,

Ejercicios 20.5

1
2

(1) {a° +0° + )% (i) (@* + %) (a® 4 b*)°.
6.

Ejercicios 20.6

1
3

3
(i) 6. (i) 4.

Glosario

accion, 352
alfabeto, 53
algoritmo,151

de etiguetaje, 269

de Euclides

para enteros, 20

para polinomios, 374

voraz, 195
altura de un arbol con raiz, 204
anillo, 360
arbol, 190

binario, 208

con raiz m-ario, 205

con raiz, 203

generador, 213
arco, 254
arista-coloracion, 233
automorfismo de un grafo, 338
axioma del buen crden, 6
axiomas, 1

base, 15
de la induccion, 12
beneficio de etapa, 290
binomial
coeficiente, 79
niimero, 71
teorema para exponentes nega-
tivos, 457
teorema, 77
bipartido, 197
bit, 421
. biyeccién, 34
blogue, 90
blisgueda
en anchura, 222
en profundidad, 218

camino, 187
alternado, 244

f-aumentante, 266
campeonato, 255
capacidad de un corte, 263
caracteristica, 387
cardinalidad, 41
caso, 164
centralizador, 356
centro, 321
ciclico
cddigo, 435
desplazamiento, 436
grupo de ordenm, 317
grupo, 315
permutacién, 69
subgrupo, 321
ciele hamiltoniano, 189
cintura, 201
clase lateral
por la derecha, 3723
por la izquierda, 320
cociente, 14
codigo, 421
de Hamming, 433
cola, 223
coloracidn, 509
complementario de un grafo, 186
completo
emparcjamiento, 242
grafo bipartido, 232
grafo, 181
compornente, 187 .
composicién de funciones, 32
condicion de Hall, 242
COnExo; 187
congruente, 128
conjugado
elemento, 332, 355
particién, 478
permutacitn, 116



542  Glosario

conjunto, 1-
de aristas, 178
de indices, 101
de vértices, 169
diferencia, 140 -
producto, 53, 56
vacio, 1
conjuntos disjuntos, 50
conmutador, 332
corte, 263
cota inferior, 5
cota superior, 7
critico
actividad, 260
andlisis de caminos, 260
caming, 260
cuadrado de Durfee, 495
cuadrado latine, 143
cuadrados latinos
mutuamente ortogonales, 146
latinos ortogonales, 144
cuadrangulo, 408
cuaterniones, 384
cuerpo, 364
de Galois, 396
no conmutativo, 384

decisién

arbol, 206

variable, 289
deficiencia, 245 - S
definicién recursiva, 7
derivada -

de un polinomio, 384

de una serie de potencias, 472
desarreglo, 83
descodificacién del vecino mds.
proximo, 423
diagrama de Ferrers, 482
diagrama de flujo, 267
digrafo, 254
dimensidn, 425
dirigido

carnino, 255

ciclo, 255

grafo, 254

recorrido, 255
discreto, 6
diseiio, 90
dlstam:ia entre palabras, 423
distancia minima, 423
distribucién, 42, 108-
divisor

de un entero, 17

de un polinomio, 375

ecuacion auxiliar

para recurrencias lineales, 279

para {RLH], 464
ecuacién de clases, 357
eficiencia, 167
elemento inversible

de un anillo, 352

de Zm, 135
elemento inverso

en un anillo, 362

en un grupo, 364

en Z,,, 135
elemento primitivo, 393
emparejamiento, 241
emparejamiente maximo, 241
entero gaussiano, 364
enteros mdédulo m, 132
enteros, 1
equivalencia

clase, 105

relacidn, 105
estabilizador, 342

factor
un entero, 17
un polinomio, 374
factorial, 9
familia de con;untos 101
finito, 44
flujo, 261
de entrada, 261
de salida, 261
forma estdndar de una matriz
de paridad, 430

formila de inversién de Mébius, 88
fracciones simples, 452
fuente, 261
funcion, 31

de Euler, 56

de inclusion, 35

de Mébius, 88

de peso, 214

exhaustiva, 34

generadora, 461
funcién inversa, 36

por la derecha, 38

por la izquierda, 38
funcion inyectiva, 34
funcién multiplicativa, 100
funcién polinémica, 379

generador
candnico, 440 _
de un grupo ciclico, 316
grado, 371
de entrada, 257
de salida, 257
grafo, 178
de Heawood, 251
de incidencia, 418
de Petersen, 183
ponderado, 214
r-regular, 185
regular, 185
rueda, 181
grupo, 303
abeliano, 309
aditive de un cuerpo, 364
alternado, 337
ciclico infinito, 316
commutative, 309
de automorfismos, 338
de orden infinito, 304
de permutaciones, 336
diedral, 503
multiplicativo de un cueipo, 364
simétrico, 305
monticulo, 211

Glosario 543

hipédtesis de induccidn, 12 .
hoja, 204

ideal, 437 .
generado por f(x), 438
identidad .
funcidn, 36
identificador, 153
impar
grafo, 201 =
permutacién, 122
vértice, 185
indicador, 514
indice de un subgrupo, 325
induccion-fuerte, 13 )
induccion, 10
infinito, 44
instruccion iterativa, 157
interseccion, 1
invariante, 162
inversién, 359

k-cubo, 200

lineal
codigo, 425
polinomio, 378
recurrencia, 279
lista de adyacencias, 180
lista de adyacente, 180
logaritmo de Jacobi, 418
longitud
ciclo, 188
un codigo, 421
una palabra, 59 .

mafiriz de paridad, 428 -
maximo, 7 48
maximo comumn divisor
de enteros, 19 .
de polinomios, 374
merge sort, 284
método de Horner, 382
mientras-hacer, 157
minimeo, 6, 47
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coman miltiplo, 26

residuo no negativo, 131
mddulo, 129 :
multinomial

coeficiente, 112

nimero, 110

teorema, 112

n-conjunto, 70

neutro de un grupo, 304

nilpotente, 384 :

no numerable, 46

numerable, 46

nimero cromatico, 194 .

nimero de Stirling (de segunda
clase), 103

nfimeros de Fibonacci, 282

O(g(n)), 166
operacidn, 82
operacidn binaria, 303
optimizacidén recursiva, 285
érbita, 340
orden
de un elemento, 311
de un grupo, 304
lexicografico de las particiones,
495
ordenacion, 172
de a burbuja, 173> .
de Williams, 209-. ,
por insercidn, 174
6valo, 340

palabra, 59
de un cédigoe, 421
par
permutacién, 122
subgrupo, 321
vértice, 185
para-hasta-hacer, 157
partes de una particién, 475
particion, 101
autoconjugada, 479
de un entero, 113

permutacién, 63
peso de una palabra, 427
pila, 220 o '
plano afin, 401
polinomio, 367
constante, 368
irreducible, 377
ménico, 369 :
primitivo irreducible, 394
primo, 22
cuerpo, 330
factorizacién, 22
primos entre si, 21
principio
de adicion, 50
de la criba, 80
de la multiplicacién, 54
de las cajas, 42
probiema
problema de inversién, 291
problema de la mochila, 295
problema del drbol generador
minimal, 215
problema del camino més corto,
225
producto de polinomios, 368
producte directo, 317
programa, 153
programacién dindmica, 289
programacién estructurada, 158
proyectivo '
geometria, 404
plano, 405
punto de una geometria finita, 400
puntos diagonales en un cuadrén-
gulo, 408
puntos en el infinito, 404
puntacién, 274

r-ciclo, 188

r-subconjunto, 70

raiz
de un arbol, 203
de una ecuacidn pohnomlca
380 ‘

recorrido, 186
euleriano, 189
recta del infinito, 404
recta en una geometria finita, 400
rectangulo latino, 237
recubrimiento de vértices, 253
recurrencia lineal homogénea
IRLI], 464
recurrencia lineal no homogénea,
469
red, 257
de actividad, 258
relacion, 230
de orden, 4
reflexiva, 104
simétrica, 105
replicacion, 91
representacidn de un grupo por
permutaciones, 351
representacién fiel, 353
representacion no fiel, 351
resto, 14

secuencia grafica, 201
seleccién ordenada

comn repeticidn, 75

sin repeticidn, 60, 70
sentencia condicional, 155
sentencia de asignacidn, 154
serie de potencias, 447
si-entonces-si no, 155
signo de una permutacién, 122
simbolo de Priifer, 230 '
sistema triple de Steiner, 98
subanillo, 448 i
subconjunto, 1

generador, 388

propio, 47
subcuerpo, 417
subgrupo, 319
sucesion de puntuaciones, 274
sucesion, 32
suma de polinomios, 368
sumidero, 261

Glosario 545
t-diseno, 94
tabla de grupo, 306
tamano, 41
teorema

chino del resto, 147 ~

de Enter, 137

de Fermat, 137

de Lagrange, 325

de Pdlya, 517

del elemento primitivo, 392

del factor, 379

del flujo maximo y corte mini-

mo, 264

fundamental de la aritmética,

24
tipo de una permutacién, 115
tiempo flotante, 260
transformacion de etapa, 290
transitivo

campeonato, 274

relacion, 104
transversal, 249

simultidneo, 253
trasposicion, 119
mrténgulo de Pascal, 72

unidn, 1

valor
absoluto, 32
booleano, 155
de un flujo, 261 -
de un identificador; 153
de una funcién, 31
de verdad, 155
variable de estado, 280
vecino, 180
vértice
de articulacion, 230
coloracidn, 194
interno 204 ‘
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